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第 一 部 分 


模 类 集合 与 模糊 数 


第 1 章 模糊 集合 
1.1 模糊 集合 的 定义 与 运算 


1.1.1 经 典 集合 与 特征 函数 


合 论 是 现代 数学 的 基础 ,集合 加 以 表现 概念 . 
当 我 们 讨 论 一 个 具体 问题 时 ,总 是 将 白 en 
一 个 特殊 的 范围 内 . 称 这 个 特殊 的 范围 为 基本 集合 或 论 域 , 记 
天 ;天 中 的 一 部 分 称 为 了 中 的 子 集 ,; 记 为 4.B.C、…. 称 XX 下 的 网 
象 为 元 素 , 记 为 zx 如 果 xz 属于 4, 记 为 xE4， 如 果 了 不 属于 4, 记 
为 + 和 有 4A, 以 名 表示 裤 集 , 久 表示 全 集 . 

设 户 是 任意 给 定 的 个 性 质 , p(x) 表示 “zx 具有 性 质 p”, 则 

A= {rplr)}, 

表示 中 具有 性 质 p 的 全 体 沁 案 构 成 的 于 集 . 

设 A,B 是 式 中 的 两 个 子 集 , 如 果 zEA4 时 必 有 xEB, 称 1 
盒 于 B, 或 B 包 含有 A, 记 为 ACB. 显然 ,包含 关系 具有 以 下 性 质 ， 

C1) 自 友 性 ,ACA; 

《2) 对 称 性 :如果 ACB,BCA; 则 A=8; 

《3) 传递 性 ;如 果 ACB,BCC, 则 ACC. 

设 互 是 论 域 , 记 

BH) = (A;,A CX), 

称 2CX) 为 玉 的 可 集 ,约定 .XEBCOX)., 

设 A,BE 必 (XY), 记 

AUB={rir€ A 或 x € B}, 


ANMNMB={rxEABRx EB}, 
一 人 人 和 有 有 和) 

AUB 与 4 们 BB 分 别称 为 4 与 BB 的 并 集 与 交集 ,4A' 称 为 4 的 补 
集 . 显然 ;( 字 (XU nc) 及 有 以 下 性 质 : 

(1) 封闭 福 :AUB,ANMmB.A EN); 

(2) 交换 律 .AUB=~=BUA4A,ANMB=BNMA; 

(3) 结合 律 :CAU BYUC=AU CBUO)， 
CANBDNC=ANGBNO; 

C47 单位 元 存在 性 :AUB=A,4N 站 X=A; 

(5) 互补 律 :4U4 一 和 ,4 门 4 一 应 ; 

《6)》 吸收 律 :AUCAMmMB)==A4,AMmM AUB)= 有 2; 

《73 分 配 律 :AU CB 站 Cy 一 CAU BINM CAUO)， 

ANCBUCO= ANBUY (AMO 

(8) 寡 等 律 :4U4=4,4 门 4 一 4; 

(9) 两 极 律 ,4U 瑟 = 荆 ,4 门 丰 二 语 : 

(10} 对 合 律 : 047 一 4 

(11) 对 偶 律 :CAUBY》Y=ANMmB ,CAMmBY=A'UB. 

如 果 BE BCXICET,T 是 一 个 任意 指标 集 ), (7) 和 {11) 有 
下 面 的 更 一 般 的 形式 : 

《7 274UL NB) 一 站 (4 BD ,A 站 ‘UB = UANB; 

(C11) (U8)°= NB OB) HUB, 
其 中 

BB 二 {4; 任 在 1ET, 便 得 zB,}， 

B= (x; 对 十 任何 :ET, 都 及 EB}. 
从 上 面 的 性 质 , 我 们 可 以 看 到 ,在 任何 集合 运算 的 会 式 中 ,将 出 与 
站 互 模 ,公式 仍然 成 立 . 这 即 是 集合 论 中 的 对 偶 性 原则 . 

设 AEB(X), 称 

和 并 本 


cxy 一 1 xEA 
0 工 入 六 
为 4 的 特征 函数 . 记 
AR = CACOSIACGIX — (0,1}}. 
设 AC+ ,BC jE. 玉 (XX), 记 
AC) VW BO) — max( A(:) ,BOY), 
at) A BO) 一 min(4(-) BC)), 
Act:) 一 1 一 4(.). 
容易 证 明 
BR UY Ne) FN, Ve, Asc). 
1. 1. 2 ”模糊 集合 的 定义 


设 站 是 经 典 集合 . 

定 饼 1.1.1 设 映射 pm; 芝 -=[0,14,z 局 palx), 我 们 说 3 
确定 一 个 总 的 模 彰 子 集 4. ja 称 为 机 的 隶属 函数 ,mx (zr) 称 为 zz 
对 于 车 的 隶属 度 . 由 于 模糊 集合 是 由 它 的 隶属 函数 唯一 确定 的 ， 
所 以 ,我们 用 序 (， ) 来 代 百 jea. 

显然 ,模糊 集合 是 经 暴 集合 的 一 般 化 ,经 典 集 合 就 是 它 的 隶属 
灌 数 的 值 域 是 10,1}) 的 特殊 情况 ,这 时 的 隶属 函数 就 是 经 典 集 合 的 

记 

‘KR) 一 {A144 :> [0,1]), 
称 .于 (XD) 为 区 的 模糊 蜂 集 . 

例 1.1.1 以 人 的 年 龄 作为 论 域 ,X, 工 .AAA.zadeh 给 出 "年 老 ” 

0 与“ 年青 ”了 两 个 模糊 集合 ,它们 的 隶属 函数 分 别 是 
D, 0 和 0， 
Ox) -| 


2 上 一 1 
[人 | » TS0; 


| 0 过 工 所 25, 

Yt#) = 上 十 [可 | ] ， 25 < 并， 

图 1. 1.1 给 出 “年 老 ” 与 年青” 的 隶属 隐 数 图 象 . 对 于 “年 老 ” 
宇 来 说 ,G0(60) 二 0,8,(80) 一 0,97 ,表示 60 岁 的 年 龄 属于 “第 老 ” 
的 隶属 度 是 80%4 ,80 岁 的 年 龄 属 寺 “年 老 * 的 隶属 度 是 97%. 对 
* 年 青 ” 字 来 说 ,了 (60) 一 0.02.7 (80) 一 0.0082. 表 示 60 岁 的 年 龄 
届 于 “年 青 " 的 隶属 度 是 2% ,80 风 的 年 龄 属于 年青” 的 隶属 度 是 
0.82%, 坡 认 为 69 岁 和 80 岁 是 比较 年 老 的 .而且 80 岁 比 60 岁 
更 老 ， 


| 


50 下 


“x 


图 1.1.1 


当天 本 论 域 为 R! 时 ,常用 下 面 三 种 标准 随 数 表示 模糊 集合 的 
隶属 消 数 . 
(1) 5S 末 数 ( 偏 大 型 未 属 函 数 , 见 图 1. 1.2) 


Sir) 
ww 


图 1.1,2 


fD， Td, 


EE -一 aa 十 如 

2| 5 他 | 2 人 2 
Sridspb) ， 本 二 

| 区 一 下 人 a 有 

A ， 3 

1， bi 


p - L 
StriaiB 是 坟 的 连续 函数 ,日 当 z= 时 53) 一 去 . 并 


4: 是 工 的 单 增 函 数 .“ 年 老 " 审 可 以 定义 为 
人 (zz = Sr;50,80). 
(2) Z 允 数 ( 偏 小 型 隶属 函数 , 见 图 1. 1.3) 


Zr) 


图 1.1.3 


ZT Oo 1 Siriab), 


Zlxia 兴 ) 是 连续 的 单调 威 函 数 , 且 当 el A 'b) 一 塘 - 


F 青 ”了 的 隶 六 函数 可 以 表示 为 ; 
Yr) — ZC;25,80), 

C3) x 多数 ( 中 间 型 隶属 两 数 , 见 图 1. 1.4) 
[Strid — ab), TED, 
[zcz;6,6 十 CI 了 人 由 

tx3aip) 是 工 的 连续 末 数 ,日 当 闻 一 吾 时 ,Ca 人) 一 1 当 工 
s 此 上 ,ziayo 是 单调 增 盟 数 : 当 zs 让 时 ,CCziay) 是 单调 减 国 
数 .xCx;a,5) 是 关于 x 一 6 对 称 的 ,“ 中 年 ”好 的 隶属 琐 数 可 以 去 
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上 


区 [Ti 由) 一 


Cr} 


示 为 : 


Mr) = ary10,40). 
模糊 集合 的 表示 方法 有 很 多 . 一 般 地 可 以 表示 为 
= {xrAC Dr EE X}. 
(1) 当 久 是 有 限 集 或 可 数 集 夺 , 采 用 工 . A. Zadebh 记 法 ,让 可 
以 写成 


万 二 DD A(t). 
(2} 当 区 是 有 限 集 时 ,4 可 以 写成 
所 一 《Ar Ac) ACT)), 

即将 X 的 元 素 排 土 次 序 ,将 第 个 元 案 xz; 的 隶属 度 (zx) 作为 模 
糊 向 基 4 的 第 个 分 量 . 

C3》 当天 是 无 限 不 可 数 集 时 ,Zadeh 记 法 推广 为 

外 二 | Rn/z. 

注意 ;此 处 积分 号 不 表示 积分 ，》) 也 不 表示 求 和 ,而 是 表示 
各 个 元 素 与 其 隶属 度 的 对 应 关系 的 总 揪 .“/” 也 不 表示 除 , 而 是 表 
示 在 = 点 对 应 它 的 隶属 度 ACx). 


1.1.3 模糊 集合 的 运算 及 其 性 质 


定义 1.1.2 设 育 ,总 E 久 (X). 我 们 定义 : 
8 四 


《13 如果 对 于 任意 的 zE 刁 ,有 ACr) 才 六 C(x), 则 称 所 售 于 育 ， 
或 站 包含 二 , 记 为 有 A 己方， 
(2) 如 果 对 于 任意 的 TEX 有 (rz) 一 站 (zz), 则 称道 等 于 下 
记 为 二 一 起 ; 
(3) 将 与 下 的 并 记 为 让 U 下 ,其 隶属 画 数 为 ( 见 图 1. 1. 5)， 
AU Bxr) =ACr) V Bx) 
~max(ACr), Btr)); 


AUB rz) 


图 1.1.5 


ANB =a) A Bry 
=min(ACr) ,Btr)); 
(5) 记 的 补 简 糊 集 合 记 为 下 ,其 隶属 范 数 为 ( 见 图 1.1.7)， 


AT 


Nxy 


Atx) = 1 -- ACr), 


设 工 是 任意 指标 集 , 如 果 不 E 丈 (VEET), 则 可 以 定义 
模糊 集合 的 任意 并 与 任意 交 的 运算 如 下 : 
(UA CT) = YY A) 一 st 中 和 人); 


(ANA) Cr) 二 AAA) 一 inf4(x)、 
显然 .如 果 A,AEW(XR)(Y 了 风电 二 人 有 ,三 EE 
(XY). 
定理 1.1.1 《CY,t, 们 ,c) 具 有 以 下 性 质 : 
《13 最 大, 最 小 模糊 集合 社 在 性 :CACX; 
C2) 自 友 性 :2ACA， 
(3) 对 称 性 ; 革 [ 轩 立 CC 百 ,再 已 责 , 则 元 一 再; 
(4) 传递 性 :如 时 育 CB, 六 CC, 则 ACEC; 
(5) 交换 律 ,AUB==UA,AN 记 =BNnA: 
(6) 结合 律 : AU CBU)=CAUBYUC, 
ANGBNO= ANDNE:; 
C7) 分 配 律 : 2U (BN 一 CAUBNAUO)，, 
ANGBUOCO=ANBU ANC); 
(8) 瞬 收 律 : 2U (ANEB)=， 
让 (BUA)=7; 


=] 各。 


(10) 对 合 律 :(4 关 一 让; 
(11) 两 极 律 : X 门 4 一 A,XUA=X， 
GNA-HHUA=A; 
(12) 对 偶 律 :AU BB): 二 An 疗 '， 
CANEBY = AUE. 
如 果 名 所. 半 CXICtET),C7) 和 (2) 有 更 一 般 的 形式 ; 
(7') AU ‘NA = 人 NCAUA) > 
ANCUA)=U 站 M2.); 
(12') (MN AY 二 EL , 
(NA =U 
其 中 心 (xr) 尘 0,X(x) 三 ] ,YY YE 和 
证 明 直接 验证 即 得 . 以 C7) 为 例 , 由 于 对 任意 的 xEX, 有 
(AU BN maxtAtr) ,BN ry) 
—max(A(Cr) ,min(Bir)y ,Cr))) 
=min(max AC) Br) maxcACe) Cr))) 
=min((A UU BC) ,CA YU OY Cr)) 
= UE) NM (AU CV), 


则 

AU ENOGO= AUBDNAU Oe. 
同 理 可 证 

ANBUO=ANBU ANC. 

也 上 面 的 性 质 ,可 以 看 到 ,在 任何 模糊 集合 运算 的 公式 中 ,将 
与 但 互 模 ,公式 仍然 成 立 ; 即 模糊 集合 论 中 保持 了 经 典 集 合 论 中 
的 对 侦 原 则 ,还 可 以 看 到 ,模糊 集合 的 运算 性 质保 持 了 经 典 集合 运 
算 的 括 乎 所 有 性 质 ,只 是 互补 律 不 成 立 . 即 

疯 册 下 一 买 , 有 人 让 一 何 ， 


= 了 1 。 


一 般 不 再 成 立 . 
例 1.1.2 设 =[0,1],ACz)=x, 则 A(z) 1 rr, 


1—x， Xz 宛 玛 ， 

CAU AVICY 一 maxkr,1l — xr) 
页 zz» 
时 2 
Ty Tf， 

(AN A Cr) =~min(zl — x) 一 
1 一 工 zx 之子. 


于 是 ,CAUAD Cr) 1, CAN ZA) 《zx) 才 0. 特别 是 
Gu 让 -ein 和 人 划 - 却 
例 1.1.3 “年 表 或 年 老 ”? 了 US 的 隶属 函数 为 
FU) = For) Y Or) 
1 ， 0 委 工 所 25， 


[+ 人 ] ， 25 < 


四 一 了 二 一 1 
[1 十 (= 5 | | 对 Er < 了 
i 六 (75 上 5 v29)=50. 9629]. 


“年 青 义 年 老 ” 了 站 辣 的 隶属 函数 为 
(FN Om) =r) A Or) 
0， 0 势 工 区 50， 


a ] ， 50 < 所 区 < 妇 ， 


[+ | x 


F 青 ” 的 隶属 函数 为 


"站 


二 


“不 
= 2* 


C7) 一 ] — F(zr) 


0, 0 25， 
和 1 1 十 [= 3) ] ， 25 < 之 。 
“不 年 老 %7 的 隶属 函数 为 
好 (zy 一 1 一 人 Cr) 
1, 0 0， 
| E + | 于 了 ， 50 < 


1.2 模糊 集合 的 分 解 定理 与 表现 定理 
1. 2. 1 模糊 集合 的 截 集 


一 个 元 素 xz 是否 属 于 模糊 集合 冬 , 回 答 是 不 确切 的 , 奶 果 我 们 
选 定 一 个 “ 疹 限 纪 1 人 (os As1), 当 二 对 于 过 的 隶属 度 Cx) 守 A 时， 
便 说 zE 4 香 则 便 说 zx 和 点 4 于 是 了 是 否 属于 4: 的 回答 将 是 确 
切 的 . 这 样 便 得 到 一 个 经 典 子 集 4 从 而 导出 截 集 的 概念 . 

定义 1.2.1 设施 GE 多 (ZX) ,对 任意 的 4E [0,1], 沁 

CAN 一 4 = {rAd A}, 

称 A 为 训 的 让 截 集 或 4 水 平 集 ( 见 图 1.2.1),4 称 为 置信 水 平 . 义 
记 


(CAN = A 一 {rAd A}, 
称 4; 为 所 的 入 强 截 集 或 2 弹 水 平 集 . 称 
有 A 一 [站 (zy >> 0} = suppA 
为 五 的 支 集 . 称 4, 为 二 的 核 , 记 作 Ker 有 . 称 A。 一 4, 为 让 的 边界 
〈 见 国 1. 2. 1). 
4 的 直观 意义 是 由 那些 对 模糊 集合 立 的 隶属 度 不 小 于 水 平 
入 的 元 素 构 成 . 它 是 论 域 筷 的 -个 至 典 子 集 . 如 果 7E 4 我 们 称 
= 1 和， 


在 4 水 平 下 ,x 属于 模糊 集合 让. 如 果 xz 各 4 我 们 称 在 和 水 平 下 ,= 
不 属于 模糊 集合 立 . 因 此 ,一 个 模 粮 集 合 可 以 看 作 是 一 个 具有 游 称 
边界 的 不 分 明 集 合 ， 
定理 1. 2.1 
C1) AO—X,A.=; 
(2) A CA AL): 
C3) 如 果 久 过 名 ; 则 AA :4A 有 i,. 
证 明 ” 仅 证 (3) 的 最 后 式 子 .事实 上 ,Y xE A4,; 有 有 (Cr) 空 如， 
由 于 为 过 加 ;所 以 
并 (rr) 瘀 入 六 ， 
让 . 
并 各 肌 ， 1 
从 而 
A CA. 
定理 1.2.2 设 A,BE.S(X), 则 
(1) CAUB),= A UB,, 
CANE), = A NM Bs 
(2) CAU BD) =A.UB,, 


= 4 。 


ANB),=ANMNB,. 
证 明 公证 明 (1);(2) 类 似 可 征 . 事实 上 ， 
(AUB); {rtAU Br) EA} 
= {rr) V BCC) EM) 
二 {ri 宇和 UD {rr 
= A Bi, | 
ANB,={ry AN BC | 
~— {rrAC) A Br) 4} 
一 {x 有 A 全 和 门户 (7) 宇宙 
=A; NM B,. 
定理 1.2.3 若 { 和 LWWETICZAR), 则 
C1) ( U ADU CAD 


Er 

(2) (NA) NN CA 
fE 了 本 2 了 

C63) { UA) ,=U CD),; 
ET ' teET “ 


(4 (NA ENA;. 
证 明 仅 证 明 (3), 其 它 情 沈 类 似 可 证 . 尝 实 上 , 若 二 
《UA404; 则 
¥ AC) A 
由 实数 的 上 确 界 的 保 序 性 ,一 定 存 在 ;ET 了 使 得 
A CX) > 1， 


即 

TE CA). 
从 而 : 

工 EU CAD 
故 


(UA SUA 


tT 


反之 ,如 果 TE 时 (2 ; 则 一 定 存在 ET 使 得 


全 (A Yi 
即 
Cr) 六 从 
从 而 
,VAT) > 
换言之 
下 所 [ Lj A,) 3 
I 全 * 
故 
UA CHUA) 
必须 指出 ,(1) 和 (4) 不 能 换 为 等 式 . 
例 1.2.1 令 
二 _1 1 
刚 
( 口 亏 ) 1 一 六 ， U3 = 多 
即 


(UX) UA 

定理 1.2.4 设 AEF(X),{h;tET}C[o0,1]; 则 
1) Ay = NA; 

ET" 上 了 
(2) A, 二 0 U 人 

iET ET 
《3》 Acy CA 
(4) A A A Ua. 

EF" 经 “ 
证 明 仅 证 明 (1},; 其 余 类 似 可 证 . 事实 上 ,如 果 xE€ A,y ;,， 

LE 了 


* 1B- 


则 
ACzx) > VA. 
所 下 ,YE7 ,我们 有 


本 (z) 池 衣 . 
基 
工 伍 A 
从 而 
二 和 门 所: 
ET 
故 
A Yo) Cf A. 
反之 ,如 果 xE€ 们 44, 则 对 于 任何 :ET 我们 有 
并 匡 A 
即 
记 (z) 宇多 . 
由 确 界 的 保 序 性 ， 
A(r)} 之 入 
即 
世上 vy re 
从 而 
Ot CC 入 YA 
这 样 ,我 们 就 证 明了 


41 了 4 = 0 
定理 1.2.5 设 AAEFCX), 则 
《1 7) = As 
(2) A A 一 UA 


证 明 权证 明 (1);C2) 类 似 可 证 ,所 实 上 ,如果 xEAi; 则 
EE 


x EE 4 
从 而 
a € NA 
套 
六 Ae 
友之 ,如 昌江 E As ; 则 对 任何 8<4, 有 


了 各 Ag, 
如 
可 (zy > 8. 
由 确 贞 的 保 序 性 .我们 有 
A(z) 之 VB = A 
即 
全 A;, 
从 而 
4 Cl 
A = A 
定理 1.2.6 设 六 EC 到), 则 
(1) CA*),= CA i) 
(2) (A), = (CA. 
证 明 仪 证 明 (1);(2) 类 似 可 证 . 事实 上 ,如果 zECA;, 出 
ACT) >， 
即 


9 1" 


1 一 ACr) SA 


所 以 

ACT) 于 1 一 处 
即 

A 1 一 1. 
也 就 是 说 

工 在 A a 

从 而 

rE CA )', 
故 


《DC AL. 
反之 ,如 果 zE CA ; 则 zx A 143 所 以 


即 
(CT) 所 1 一 2， 
兵 而 
A 
故 
TE CA 
这 样 
(AL) TC CA 
结合 两 方面 ,我 们 有 


(A ); = (A 
注意 ; CA, 取 CA4)", 


1.2.2 模糊 集 合 的 分 解 定 理 


定 兴 1.2.2 设 AAE. 名 (区) ,AE[0,11,4 与 友 的 数 积 的 隶属 
站 19 中 


CAAI CX) = AA AC), 
转 别 地 ,如果 AEB(R); 则 GUAD Cr 一 AN A(x)=A* Atlz). 
显然 ;我 们 有 
《1) 如 果 义 志和; 刚 加 六 CA 
《2) 如 果 广 己 主 , 风 22CAB. 
定理 1. 2.7 (模糊 集合 的 分 解 定理 ) 设 AE CX), 则 


所 一 U Ai， 
aE LD+1] 
过 一 LU AAd, 
4 [3v13 
如 果 EK, 为 10,1] 中 的 有 理 点 集 , 风 
应 一 U A 
AER, 
eR 


证 明 仅 证 明 第 一 种 形式 ,其它 形 式 类 似 可 证 .事实 上 ,因为 
cz) = 庆生 
0， 工 三 441， 
则 
CU 2) = ¥ CMA) 


= VV QA = VY (A ACr)) 
a€ [09,1] AE [1] 


工人 A El 
=ACxy, 
定理 1.2.8 设 误 ,六 E .FCX), 则 广 忆 六 的 充分 必要 条 件 为 
人 CBAELO 1 或 41CB1AELO TD 或 ACBAERo). 
证 明 公证 明 第 一 种 情 襄 ,其它 类 似 可 证 . 必要 性 显然 . 充分 
性 :如 果 4CPCAE [0,1]) ,出 定理 1.2.7 可 知 
ACr) 一 * ATI) V4 * B(xr)) = Bir), 


» 20 * 


WACE. 
定理 12.9 设 让 EeE.PFCK), 邻 
H:[0,1] -22(X), 
AmPHA) 
满 是 : 
TCHADCA YAETOI])， 
则 (DD A= HW aH; 
(2) 如果 罗 三 训 ; 风 CADDH(N); 
3) A= YI GVA = YUH) GFL. 
证 明 
1) 由 于 及 ;1 喧 如 (DC, 所 以 
44: CT MIO CC AA,. 
由 定理 1.2.7, 我 们 有 
4 = C,H CH 加 所 ” 
从 而 
可 =, M2). 
(2) 由 于 如 < 之 为 ;所 以 ;由 定理 1.2.1 和 和 定理 条 件 我 们 有 
HAD DA DA, DHO,). 
(3) 由 于 对 于 任意 a 过 4, 石 (@) 必 44 刁 和, 所 以 
生生 有 五 Ca) (4 天 0)， 


又 由 定理 1. 2. 4， 
NH CCNA Avy, = Ah MN), 
因此 | 
4 一 站 本 (om QF0). 
同 理 可 证 | 


A=UHa) 0K1). 


+ Ls 


定理 1.2.10 设 放 E 罗 (X) 如 果 存 在 经 典 集 台 族 杂 G ,4 
EL0,1] ,满足 条 件 ， 
(1) 如 果 a 二 和 则 HOICHta)， 
(2) A=—, NAHO; 
则 A1CHOEA. 
证 明 由 于 
Cr} =supla;T € A.} 
=suplayz € Ha)! 
=sup {asr € A,}, 
如 果 zE43， 则 4 即 存 在 xs>>4 使 得 zE 琳 4a) 帮工 E 
五 (. 如 果 各 五 , 则 站 (Cr , 从 而 xzE 4 


1.2.3 集合 套 及 其 运算 


定义 1.2.3 设 下 是 经 典 集合 ,名 (下 ) 为 区 上 的 星 集 ,映射 
. H:[0,1]— ZX) 
称 为 集合 套 ,如 果 对 于 任何 由 EL0.1]s 有 
Ht} CTH). 
用 .YCX) 表 东 [0,1] 上 集合 套 的 全 体 . 
设 EF(X), 令 
Hi 一 4 一 人 3 本 (rz) 之 时 {AE [0,1]), 
Hi = = {riA(r) > AE [0,1)), 
显然 有 


Hi,H: € HX). 
定义 4 设 日 ! ,HiE .CX), 如 果 对 于 任何 AE€ [09,1] 
有 ， 
EEC CTC HW), 
称 吾 ; 含 于 Hsy 记 作 BH,CHs. 
= 


定 党 1 2.5 设 态 ECOXD ,HEAA(RY (ET ,分 其 称 


cm- NH Ce {fo,11), 
HA ~ CH( — AY CE [0,1]} 


为 集合 套 的 并 、 交 、 补 运算 ， 
显然 ,UH 站 HH'E.%CH), 


证 站 (A) 二 基 (AE[0,1]) 吉 (一 CET0,1]); 则 及 ,名 分 


别 为 .将 <X) 的 最 大 元 和 最 小 元 . 
定理 1.2.11 (CE U mc) 其 有 性 质 
《1) 它 是 分 配 格 ; 


《3) 满足 对 合 律 :CH 一 下 
(4) 满足 对 倡 委 :2) (内 = 人 1; 

) (NF = WF: 
(5) 满足 备 等 律 :HUH=H,HNH=H. 


证 明 仅 证 明 集 合 春 运算 满足 分 配 律 ,集合 套 运算 满 足 交 换 
` 结 合 律 和 吸收 德 可 以 类 似 证 明 . 事实 上 ， 对 于 任何 的 ME [0， 


加 我 们 有 
tH CU HOD CN) =H(WV NM CU HN) 
tET 二 村 


-HW 门 CUERGD》 
= UH N HAA) 
= UH N HYOGO 


CU HN HY, 
从 而 
HN = UHN Ho). 


* 23+ 


(2) 显然 . 
(3) 对 于 任何 的 4AE _0;1j,; 我 们 有 
HY 一 全 一 
={H 0 CA)°) 
一 五 (A)， 


从 而 
{HY 二 总 
《4) a) 对 于 任何 的 ?所 590,11, 我 们 有 
CU FN) UH)U 一 A))" 一 CU HA 一 A 
= 一 AYY’ = QOH), 
从 而 
CU Ho = DF 
5) 类 似 可 证 
(5) 显然 . 
下 面 我 们 总 假定 们 4 一 故 ， = 到. 
定义 12.6 说 HH, € OK), 如 果 对 于 和 任何 AE [0,1 有 
NH =N Hs(®, 
称 五 与 H; 等 价 , 记 为 万 ,一 万 :. 
显然 ,“ 等 价 ” 是 等 价 关 系 , 即 满足: 
(1) 月 反 性 : 厅 一 下 | 
(2) 对 称 性 ;~ 二 Ha 于 ; 
{3) 传递 性 :, 瑟 ;, 一 殖 :万 ;一 五 ;一 瑟 | 一: 
将 .党 XI) 分 类 ,我 们 记 
{HH} 一 1 一 五 ;ZX = {HYH € COX))., 
定理 1. 2. 12 对 任何 上 二 EY%(X) 有 关系 式 : 
GD URW=U NH): 
C2) AFHW=N UH (8B). 


= 


证 明 1) 如果, 则 瑟 { 和 CHCD ;从 而 
HO) SNHB). 
于 是 
UF CY NAH. 
轩 一 方面 ,如 内 可 >~a: 则 由 实 教 稠密 性 ,存在 * 和 8 使 得 a 之 
之 8<A. 从 而 
TB CHOY CUHOA). 


轨 此 
NHB CUHW, 
CHI. 
结合 两 方 面 即 证 


UU NHB) UH. 


定理 1.2. 13 设 {H}E FCK), 今 
Fi: DD BX) Mm FW =NH ET[o 1D， 
Fy : [0,.1|— (XY 和 一 FCa) = UH(a) AE [O01]), 
则 01) FF EOX); 
C0) hh FN) EF); 
(3) Fu CHEPs; 
a UFsW=Fd CE[o.1])， 
By mso 一 Pr CQErolT， 
(Ga UPetoO-ECD QED; 
D 站 Po(oO=PuetD QEro,1D. 
证 明 (1),(2),(3) 显 然 成 立 . 
(42 a) 对 于 任何 e> ACERwteIC Be， 从 侧 
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UFate) LE Fata). 
另 一 方面 ,对 任何 EL[0;11yF#(2) 必 HC0) ,从 而 
UU Fate) 二 UCa) 一 Fla). 


Fuad) = UFuca) CAE [oO,1]). 
2) 由 定理 1. 2.12, 我 们 有 
OFrce) 一 站 站 已 (P) = NFR) = Fa(h). 
(5) 证 明 类 和 似 . 
定理 1.2.14 设 石 ,H'E.%CX), 我 们 有 如 ~~H' 的 充分 必 
要 条 件 为 ;对 任何 AE[0,1]， 
UH te) =UF Ca). 

证 明 ”只 要 证 明 对 于 任意 AE€[L0,1],FaC 和 二 Fx( 和 ) 移 充分 
必要 条 件 为 对 任意 4E L011],Fa CD) 二 Fg (0). 事实 上 .如果 对 干 
任意 2€ 00,1j,FatA) 二 Far (0), 则 

Py = UFa(e) = UFu{e) = Fr (NW) aE £0,1]). 

友之 ,如 时 对 于 任意 XE [0,11,Fa() 一 Fp(), 则 

下 AD) — Fate) = NN Fat(e) = Fp (CA), 

定理 1.2.15 设 HHH ECR),HoE.X(X) (ET), 
如 果 五 一 五 ,五 一 妇 直 ET, 则 有 性 质 : 

(1) Hr~ HY)’; 

(2) UH~ UH 

3) NFH~ NH 

证 明 

《1 出 于 豆 一 号 , 刚 对 于 任意 GE-0,1]， 

局 百 (o) = UH (0. 
从 而 
站 2 站 . 


有 ED DIEG OT UY HU oO 


= UU Ht- oo) =N Hd -oY 
1 一 5 1 一 % Pe 
— NH Ya), 
站 站 
所 以 
H’' ~ (H').. 
(2》 申 于 对 任何 rE 下, 石 .一 本 , 则 对 于 任意 的 4E10,1 有 : 
U HC0) = U1 (Cm), 
从 而 
Ci] tT A TE 
= UU HC =U (UH Ce)) 
teET oa [= 
=UCU ta) 一 UUCall， 
eA ET i [= 
所 以 
Ui, ~ UH,. 
A It 疡 本 
(3 由 于 对 任何 :二 ,J 一 本 ;, 则 对 于 伍 意 的 A€ C50,1J 有 : 
He) 一 N H(t, 
所 以 
NNHD CY) =N CN HC0) 
加 并 C5 
=NM N00) = NN OH) 
ET ge ET 
=N MN HD) = NN FH) (ep)、 
ET Ci iET 
所 以 
NH,.~ Nm. 
tc 了 ET 
定义 12.7 设 {H}E.Z XD, EET}C'(K) ,我 们 
分 别称 
山 {Ht 一 ! UH.,:: 


fT 2ET 


9 人 


MH) 一 人 Oh 
{FH} ~{H'}, 
为 集合 套 的 等 价 类 的 并 、 交 和 和 补 . 
定理 1.2.15 【〔 区 《XU , 门 ,c 是 一 个 分 配 格 ， 
证 明 ”类 似 定理 1. 2. 11. 


1 2.4 权 糊 集合 的 表现 定理 


定理 1. 2. 16 (模糊 集合 的 表现 定理 ) 设 {H}E 光 '(X), 令 
A= FUH)) = YMA, 
则 了 是. 久 "(XX) 到 .F(X) 的 单 满 射 , 且 
Fr 人 (iD = A = {rdACr) FA}, 
Fnu(D = = {f(T) 之 从， 


证 明 

(1) 先 证 明 = 六 (五 六 被 (五 } 唯 -确定 . 岂 于 对 于 任何 A 全 
[6,1J, 有 

Frt(a> CH) 人 TF, 
则 对 于 任何 xE€EX， 
VY 【ACT 全 VY QA HC) 
AE. 10,1] ” AE LI] 
= AC) EV CA Fa)Cr)), 
AELD1] 


即 VY ,2S 有 Az) VX 设 xE FrntX), 则 对 于 任何 <* 恒 


TI 


有 > 和 Fu， 于 是 
X=Vi YY 1 
A < 
从 而 
Te 站 
FE 下 Fr 了) 7 
因此 
二 8 时 


i= V 4= ACr), 
TE Rpt EFrrtA) 


即 训 (zx) 被 {于 } 唯 一 确定 ， 
(2) 种 证 4 一 Fo 其余 类 似 可 证 . 事实 上 : 当 4 一 0 时 .Au 

一 下 jy(0) 一 及 显然 成 立 , 当 0<A 时 ,如 果 xEFic2), 则 
CD 一 YN 3 


即 ze 4 反之 ,如 果 zE4 则 二 Er 如 果 不 然 , 则 由 
Fu) = NH(e), 
必 存 在 a 过 4, 司 得 在 本 (ao) ;从 而 对 任何 a 宇 a6,z+ 意 HCa). 于 是 
ACx) = VV,* mh 

与 工 E 4 矛盾 ! 故 4 二 Fi). 

(3) 设 AEBCX), 令 (一 {zr;ACTD) 宇 A, 则 HE (NR), 
内 而 {HY}E.F'(X) 有 有 

YANCY 一 YY Catz)) = 站 (Cr)， 
所 以 了 CU 太 )) 二 衣 , 即 了 是 满 射 . 如 果 存 在 { 刀 ,已 ')E .名 ( 革 ) 使 
得 了 UBD)=/ 了 OU) 一 EX), 则 对 任何 2E [0,11; 有 
Fp{A) = A = Fp (CN), 

所 以 EH 一 从 而 { 吾 ) 一 {和}, 即 /是 单 射 . 

进一步 地 ,我 们 有 

定理 1.2.17 【有 (和 UN ON,U ,Ne). 

证 明 由 定理 1.2.16 知 ,存在 .>'( 下 ) 到 .多 (X) 的 单 满 射 /， 
使 得 对 任意 的 { 鼠 )E .多 "(XK), 有 

末 一 乒 { 百 )) = YAH. 
设 {8,) EF (CX)GETY, 
AOU {HD = UH DD) = UU AUH)COD 
:ET ET A4EL3r1] 了 


= YU AU) HY). 
JE ET 
十 是 ,对 任何 <xEX， 


* 20. 


FU 一 CAA CU HOOD) (x)) 
itE 守 JE LG.1] ET 
= VY An CV HA CTY) 


ELo.1] 


一 VC YY < A HDCEYN) 


ET 4E [91 


一 《LU U AT 47277752 


tT AETLO 


=CtU FAH zr), 
iET 


FOU {HD = UAH)). 
设 FI{ 刀 站 = 二 GET) 则 存在 { 豆 1E 多 (X) ,使 得 
THY) = NA = 人 Nf0H)). 
于 是 ,由 定理 1.2.16 知 ， 
LA 
= rAd) 六 从 = CA), 
所 以 ,如果 z€Fnt); 则 对 于 性 何 :ET,zE (二 7 即 
4(z) 之 米 
因此 ,rEFw(), 失 而 EE 门 Fr 一 ( 门 Fe) 故 
Fi) C (NF ND. 
反之 ,如 果 ZE 《Fa 2(), 则 对 任何 1ET,xE Fn( 罗 ,从 而 EE 
(本 7, 于 是 ER ,因此 
CN Fa = Pun), 
故 
(一 (Fo 一 《OF 一 和 人 一 和 人 
这 样 ,我 们 就 有 
NHRD = Nf UH)). 
设 { 九 } €.F'(X), 则 存在 AE .F(X) 使 得 
» 30。 


fuUH}} = A. 
由 于 是 单 满 射 ,所 以 存在 { 吾 } €.F"(X) 使 得 


FT 五 站 二 让， 
于 是 
FriaA) = AN = {rr) 节庆 
二 {53]1 一 下) 宇 相 二 {TCT) 1 一 入 
={r A > HN = (CA) = CR) ON. 
所 以 
{FH} = {Fa} = ((Fa)} = {Fa} = {HY. 
因此 


AHID = f(AB)) = A = OR 
推论 2.1 设 人 EE. (站 ) | 邻 
计 二 gt) = 2480, 
则 gg 是 XE} 到 .ZX) 的 同 态 满 射 , 且 
《1) A CH(aD) CCA, 
(2) A= NHO: 
(3) 4 一 LUECD 
证 明 ”由 定理 1.2.17 可 证 ， 
推论 1.2.2 设 五 后 .2 吕 (X), 且 
站 已 GD 一 HC), 
则 A 二 g (FI) 时 ,4 二 HCa). 如 果 
NH = HD), 
则 4 一 g(2) 时 ,4。 一 再 Co). 
证 明 显然 ， 
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1.3 模糊 集合 的 模 运 算 


定 光 和 .3.1 映射 了 : [0,1]X[L0,1j->80,1J 称 为 三 角 模 ,如 
果 满 足 条 件 : 

(1) 7(0.0) 一 0 TC1,1) 一 1 

(2) 委 换 律 :TT 人 as 的 一 开赴 :ai 

(3) 结合 律 :TCT (Ga,6) ,二 T(ta:T( Cc)); 

(4) 单调 性 ,uc ,bd 一 T (ayD) 守 Tt{c ,dd), 
如 果 三 角 模 满足 (a,1) 一 ataE [90,1j]); 称 了 为 了 机 .如 果 三 角 
模 满 足 (a,0) 二 ualtaE1L90,1]D, 称 了 为 8S 模 . 

定义 寺村 2 称 a 二 1 一 a 为 a 的 补 . 如 果 了 工 模 工 和 5S 模 5 
满足 ， 

(2 一 (Ge 

称 王 和 3 为 对 偶 模 . 


下 面 给 出 的 模 是 了 模 
fa， 石 一 1 

4} 辣 | 6 一 
0， 上 其它. 


Tob = minta,b), 
Titab) =ar'b, 
a* 由 
1+ (1 a) Co 6) 
Tab) 一 max{(0a Bb- 1), 


1 《你 ;本 ) 一 


vay a 
TTT VaTda) 


TO) = 1 mintd[dl 一 ea 十 (1 一 0 (1). 
下 面 给 出 的 模 是 S$S 模 
3 和 


五 ， 二 0， 
SICaspd) 二 p= 人 0, 


1， 其 它 . 
Sinap) —maxtab), 


SaB) 一 和 十 由 一 人 二 
向: 3 四 ) 一 mint 1 yd 十 p) bE 


Ca 十 A 十 tA 一 2)ap 
3 人 Tc 信之 由)， 


Sa,d) =min(tl, Ca’ + YY) ty 2 1),， 


工 中 和 So 与 下 都 是 对 侦 模 * 


记 


LL 


统 二 {TT 本 是 三 角 懂 }. 
定义 13.3 设 T',7?E 人 如, 如 果 对 于 任何 a,5E[L0,1] 有 
T's SE Tab), 
你 了 弱 二 了, 沁 为 7&1” 
定理 1.3.1 二 角 模 之 癌 有 如 下 关系 : 
Ti TT 和 TT 
且 对 任 -- 荆 模 工 有 
Ta ET) Tota,b). 
对 任 一 $8 模 S 有 
Sa Iab) E Siasb). 
证 明 直接 验证 即 可 . 
定理 1.3.2 设 丁 和 5 分 别 是 荆 模 和 5 模 , 则 
《To 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 EL0,1] 有 ， 


{au} 二 
(2) 5 一 Su 的 充分 必要 第 件 是 对 任意 的 a€ 50;1J] 有 : 
Silasa) = ag. 


3 


其 中 与 Thy56 与 7015) 与 Ty; 与 区。 与 了 


与 


证 明 ” 仅 证 骨 (1); 2 类 似 可 证 . 事实 土 , 如 果 了 一 了 ,显然 
有 Taya)=e, 反之, 如果 了 (ea) 一 ia, 刚 
aAp—= Ta A ba ho) ETab) 
Titab) — a hb, 
天 了 ab) 二 T,(ab). 
定理 1. 3.3 OR 
数 , 且 gC0) 一 0,8() 二 1 ,G0) 为 g (2 的 道 鼎 射 ， 
Tab) = GT (ga), BD) 
如果 了 是 三 角 模 , 则 了 也 是 三 角 模 . 如 末了 ' 是 工 模 , 则 了 也 是 全 
模 . 如 果 T' 是 5 模 , 则 耳 也 是 5 模 . 
证 明 直接 验证 即 可 . 
定 江 1.3.4 设 ,BEBRCOX),T 和 8 分别 是 了 了 模 和 5S 模 ， 
并 且 它 们 是 对 偶 模 , 称 
AU Br) = SCACr) Br)) 
为 志和 豆 的 模 并 , 称 
ANM’'B}Cr) = TAC BCUr)) 
为 得 和 吾 的 模 交 , 称 
ACr) = 1 A) 
为 所 的 补 ，. 
定理 13.4 【多 (EU 门 "ce 具 有 似 下 性 质 ， 
(1) 交换 律 : AU ' =U'* A,AN*B8=BNM"'A: 
(2) 绍 合 律 : 2U' BUCO=(34U "BU'C, 
AN* CEN = NC 
《3) ANMN BCAANM’: BCE, ACAU B,CAU'*B; 
(4) 两 极 律 :A ' CO 一 ,AU "= 有 A， 
ANMN’*X=A,ALU'X=X, 
(65) C= R= 
(6》 对 侦 律 :CU 下) 一 站 门下， 
曲 34 和 


(本 门 "天 六 一 证 出" 并 ， 
证 了 明 ”直接 验证 可 得 . 
讽 1.3.1 如 果 人 一 TS 一 So 则 
ALU:B=ALU EB, 
ANM'E=ANME. 
如 果 了 = 了 ,SS 一 Si， 则 
(AU Br) 一 站 (xz) 十 Br) 一 AC(x) : B(x), 
{ANMN*BYr) =ACr) : Bir). 
如 果 卫 = 了,S 二 5;; 则 
(有 UB) Cx) + Ber) | 
1 十 A(zr) : B(x) 
ACr) ' BCr) 
CD TT A Boy 


如 果 了 一 T.,S 一 3 , 则 


AU BC) =min(l, AC) + Bery), 
CAMB) =maxtd AC) 十 Bl(r) 一 1). 
如 果 工 = 了 ,5S= 一 SHCA 守 0), 则 
加 加 次 fr) 将 (zy 
【人 Br 一 一 一 一 
A (AVA Br) — ACr) 
加 加 站 人 (zr) 十 再 (z) 十 A OACTBC) 
(ANMN:EB)C) = 二 二 
1++ QA— DAC) - Br) 
加 果 了 = 了 中 ,S$ 一 SG 宕 1), 则 
(AU*BIr)Y =mind], CACry + 将 (zz NY), 
CAMB =1 一 mintlfd 一 让 (zz 十 (一 站 (zz 1 


,BCryy). 
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第 2 章 模糊 数 的 模糊 极限 


2.1 模糊 数 的 定义 及 其 性 质 
2. 1.1 模糊 集合 的 扩展 原理 


定 尽 21.1 设 人 :对 一 Y 了 ,x mm f(x), 了 可 以 诱导 出 一 个 
:五 ( 慎 ) 到 于 (7) 的 映射 及 一 个 从 安 C) 到 侈 (XX) 的 映射 ， 
ff: PAI PAP fA (ty;I TE Asy = fr)} 
fT POOBP IMB) 一 人 zz € B}, 
称 了 (A) 为 4 的 象 ,/'(B) 为 B 的 道 象 . 其 映射 称 为 经 典 集合 的 
扩展 原理 . 
定理 2.1.1 经 典 集合 的 扩展 原理 有 性 质 : 
(1 ACA—/ CANT A ); 
(2) BTCB=>/ BY)TF B,); 
(3) FU A = Uf A) 
(ANADCO7C40 ,特别 地 , 当 了 是 单 射 时 ,等 号 成 立 . 
(5) FY B= UT (CB); 
(6) FN B= NF CB) 
{7) AD CT ,YN Ac 
(8) fCB}(z)= BOY). 
证 明 
(1)(2) 显然 . 
(3) 二 对 任何 yEFCU A , 则 存在 TE U4 使得 f(x) 二 y 
"SB » 


从 而 存在 SET,xE A 使得 Ac 一 > 于 是 >E .六 4 故 y 所 
A402. 友之 ,对 任何 yE fA(4.), 则 存在 ET, 策 得 y€ 
C4)- 于 是 存在 xzEE 4 二 由 41 使 得 f(x) 一 >, 从 而 yE 
(UA). 

C4) 对 于 任何 y€E 040), 则 存在 xz€ 们 4CAtE TD), 使 
得 fz) 二 ys 于 是 yE f(ADGET), 从 而 y€ fA). 

C57 对 任何 xE 广 《BD), 则 fx)E UB 于 是 存在 hET. 
f(z)E Bs 即 zE fCB)CUfA'(B). 反 之 ,对 任何 xz€ 
忆 77 CBD. 则 存在 ET, 使 得 xE FCB ), 即 了 (Cz)EB,C 
UB. 于 是 xzE/'(UB). 

(6) 对 任何 zxE /9 (NB), 风 (zx) E NBCB GET) ,TF 
是 zE 广 '(CBD)4eET) ,从 而 TE (B). 上 反之 ,对 任何 xE 
人 A780; 则 对 任何 tET,z€EA1(B0, 即 /xz) EB 于 是 f(x) 
E NB 从 而 EF NB). 

C7) fA OY TTYyE {CASI EA, 

f= YY ,AL 

《8) MB C=1OrE MM OFC E BOB(C (= 1. 

定义 2.1.2 :模糊 集合 的 扩展 原理 ) 设 了; XY ,zx 于 (x). 
六 可 以 诱 导出 一 个 从 . 风 () 到 入 { 了 了) 的 映射 及 一 个 从 FtY}) 到 
(区 } 的 贞 射 ， 

f(AR) FY A f(A), 
:YY BR) Bo F110B), 
其 中 A) ， 广 (的 隶属 函数 分 别 定 义 为 : 
FA Cy) =,Y_ A (x), 


Bx) =BO Cr)). 
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称 FA) 为 训 的 象 , 称 六 1 让 ) 为 六 的 迹象 . 
定理 2.412 省 三 :于 rre f(r). 
C1) 如果 六 所 .多 CXY), 则 
/Oy 一 YY, Af Aa), 


a) hiCACADCFCa QELO,1D); 
DA 一 人 站 Ca 
c) f AY — UFCA); 
Q) (A; 一 了 AAW 的 充 要 条 件 是 
V A(lx) = max dle), 
fT- Fir=y 
(2) 如 果 性 E .名 (7Y), 则 
A1iBy = WB), 


ey FTF (BICIUB), CELO,ID):; 
DD FB=N B= (BB); 
8) FB =U BB,). 
证 明 
(1) 由 于 对 任何 y&Y, 则 由 定理 2. 11(7) ， 
CWA = YY aA FAY) 
= V QACY ACr))) 
AE LG:1] 一 了 


= VOY QA A (zr))) 


AELB1] flrsl=y 


= VOY A AA))) 


fy AE LD 
=, YA) 一 DC， 
所 以 
f(A = LU) AAFCA,). 


| 
和 38 Da 


出 定理 2.1.1(}) 利 推论 1.2.1 车 &a) 5) ec) 成 立 . 
a 如 果 ,VY_ 一 和 sx ACr). 则 存在 :xxwoEX, f(xo) 一 y 有 
W 可 (rzr) ~— ACro). 


Ma 


大 (一 人 35 区 大 
Ty YY 


= {y33 xy E Xr) = yy) 之 徐 
={y;3 xo E A fro) = y} 
= f(A). 
友之 ;对 任何 y€ 78) 有 
A = AD A 
于 是 ,由 /一 了 AAD) 知 ,yEAC41), 即 存 在 xx A (rn) = y. 
从 而 


人 Lo) 二 
故 
¥ A(r) = max ACLrY). 
Fr T= 
2) 由 于 对 任何 zE 斑 ， 
(AS 一 YY CAR FCBYICTY) 
AE [Gl| 7 | 
= YY (AA BFCr)DD) 
uc Lo] 
一 次 (zy 一 fH Cr), 
所 以 


£ !(B) 一 HA BB. 
由 定理 2. 1. 1(2) 和 推论 1.2.1 知 
FIB), CFUBD) CI EY, 
fCB), = Nf BD), 


FB = UY BRB.), 

下 面 我 们 证 明 广 :( 二 一. 广 :事实 上 ,由 定理 2.1.1(6) 
和 定理 1. 2.5 知 
BY, =N/ (8) 一 NB = (8B), 

类 似 地 ,我们 有 
定理 2.1.3 设 f :KrY,rm fr), 
《1) 如 果 让 EE 多 ( 玉 》, 则 

fA) -HW AAD, 
a HA TAVTCFAN,: 
AT DE 
c) f(A):= fA) 
《2) 如 果 音 算 史 (7) ,如 

fi(B) = ,2B), 


dad) FMB CF OBIT BY, 
e) FEB-= NB,); 
DDE=U BB 
证 明 ”我们 只 要 证 明 
fAY, = f(A) 
(B= £71(B). 
上 溃 实 上 ,由 定理 2.1.1 及 定理 1.2.5 知 
ACA), =UfAD = /YA = fd; 
A (BY UF (B82 = MY BY) = FB). 
进一步 地 ,我 们 还 有 
. dD 


定理 2.1.4 设 : XY,xm f(r)， 
《1) 如 果 二 人 .名 (RX), 且 存在 {Ha) EAX) 使 得 A;CHaCN) 
CAAELO,1], 则 
(A) 一 UU AFCHatA)), 
ME LO.3] 
且 
a) FO CIOHAA TF A 
b) f(A) = NCHa Ca)); 
o> fA ;= UFCHaCe)). 
(2》 如果 冶 E .名 (7Y), 且 存在 {Ha} EY (Y) 使 得 8B; CHaCX) 
CBAELO,1]) :NN 
FB 一 LU AFCHy(N)), 
MELo] 


日 
dy) FHAB)CS (Hat CS BY,, 
ce) /BN (Hele), 
DD FB UF Ha(e)). 
定理 2.1.5 设 /: XX->Y,f 和-' 有 性 质 ， 
(1) 如果 ECX), 则 
IC DN. 
特别 地 , 当 了 是 单 射 时 ， 
FTCACaDy = A. 
《2) 如 果 训 E .BY), 则 
fF By CF, 
特别 地 , 当 f 是 满 射 时 ， 
fF1B)) = 育 . 


证 明 QQ》 由 于 对 任何 xE 及 ， 
FCAND CY) = /AY)) = V， 站 (Cz) 
?一 了 0 


"1: 


tz) 当 上 不许 单 前 ; 
(z) 当地 是 单 射 . 
从 而 
~ 启 = 让 
fF) = 入 A 当 上 子 不 是 单 射 


= 和 当 了 是 单 射 . 
(3) 由 于 对 任何 yEY， 
FOBYY = Nf Be) 一 BO)) 


BC) 当 了 是 满 射 ， 
BC 当 上 了 不 是 满 射 - 


广 当 是 满 射 ， 
己 囊 当 了 不 是 满 射 . 
定理 2.16 设 f :XY,g: 了 一 ZE。 :人 一 2 
Cg 站 (0) 一 gCf(z)). 我 们 有 
(1) 如 时 有 EE 这 (), 则 
gCAY) 一 《8。 DA) 一 EC Cd 
(2) 如 果 忆 EE. 多 (2), 则 
ig CD = (gf IC) = A C8 C0). 
证 明 《1} 因 为 ， 
gCFCAD) = {2 yy E F(A) ,gly) = z)} 
= {zj FE Af rT) Oo 一 2 
={z1 I x EE Asef lr = 2} 
={2;I] + EE Ag Nr = 2} = (go CA). 


fo | 


于 是 
(站 CD 一 CE PAY = ME)). 


fA) = Y fA) ,HB FA TS FAD CC) 
A | 总 + " 


由 定理 2. 1.4 知 
ECF CAYY -=U M8 A)) = (g° fA). 
(2) 类 似 可 证 . 
定义 2.1.3 设 A4EF(X),BEFO), 记 


称 为 过 与 吾 的 上 证 氏 积 ， 
定理 2.1.7 CAxB(r,y) = Atr) 再 (y)， 
证 明 因为 
(AX Bltry) = Y CAR CA XxX BY)(zr,y)) 


AE [0.1] 
= VY QA CCA) A By 
| 
S YLAACz) = ACr). 
由 LOD. 
同 理 
(A X Br,y) Bly). 
于 是 


(A X Br,y) EC Atr) A BCry. 
假设 一 成 立 , 则 在 在 * 使 得 
(AXx Plzrsy) Ta A(z A 次 Cr) 
因此 ,对 任何 aEL0,1] 有 
AA AKT A Bly) < 


从 而 , 当 4 之 a 时 ， 
(7T) 二 0 或 Bty) 二 0. 
我 们 不 妨 设 A(x) 二 0. 刚 A(x) 二 00 这 a), 于 是 
ACzr) 一 eV A ACr) 


= VV AiCz) 


+ 二 了 


ACz) 内 BCOy) SAC) Ea, 
得 到 矛盾 ! 说 明 结 论 是 正确 的 . 
定理 2.1.8 设 f: XXY—7Z (Cry) rf ry). 
(1) 如 果 AEFB(X),BE .2 (7), 则 
fA x B) 一 MAC4， x B), 


且 
aa fAXBICICOL XBICIOAX EY),; 
b) TAXB)= Nf A XB 
特别 地 ,六 六 Xx 六 ), 一 ftA, x BW) 的 充 要 条 忻 是 
je X ECr,y) = max 《人 X BCr,y), 
o) fAXB) =UIAXB). 
其 中 (AXBD)={zy3 XE AyEBiz=f(r,y)}. 
证 明 由 定理 2.1.7, 类 似 定 理 3.1.2 可 证， 


2.1.2 模糊 数 的 定义 及 性 质 


说 R 表示 全 栖 实 数 , 多 CR) 表示 实数 上 的 全 体 模 糊 集 合 . 
定义 2.1,4 设 aE F(R), 称 4 为 一 个 模糊 数 ,如 果 它 满足 
条 件 : 

C1) & 是 正规 的 , 即 存 在 xoRR, 使 得 &(x0) 一 1; 
C2) 对 于 任何 AE 10,1j,ai 是 有 界 闭 区 间 , 记 为 [ak sai J 
记 .F(R}) 一 {a;a 是 模糊 数 }. 
由 模糊 集合 的 分 解 定理 ,对 于 任何 a€." CR), 有 

a ~—, NW ,Alar »0# J 
例 2.1.1 设 aER, 我 们 定 闵 

1]， = au; 


0， 式 入 a. 


女人 一 


Wa€E, "CR),H 
。 44 。 


a= {i ALayal]. 


XE Ln8.1] 
例 3.1.2 设 a,6€©R, 我 们 定义 
1, xz Efa,dl. 


asb ltr) 一 
Far) 0， 幸 入 [ep|， 


Ee 


刚 faB1E. 玉 "(CR),H. 
[a,5 | 一 昌 iaLe 
定义 2.1.5 设 aE 史 (R), 称 < 为 模糊 凸 的 ,如 果 对 于 任何 
TsYER, 有 
atAx 于 人 一 让 atgzy Aaty), QE [ro,1]) 
定理 2.1.9 没 a€.F(R) ,a 是 模糊 凸 的 充分 必要 条 件 为 对 
于 任意 AGE [0, ij,a: 是 凸 集 
证 明 ” 设 = 是 模糊 凸 的 . 由 于 
di 二 {X34CX) 半 衬 ， 
所 以 , 当 =sy 生 aa 时 ,有 
ataz 十 (1 一 ay) 之 G(z) A aly) > 
故 ar 十 一 yy 即 ms 是 凸 集 . 有 友之, 如果 对 于 尾 何 AE€[0， 
1j,& 是 是 集 , 则 对 于 任何 x,yER, 令 a 二 alr)}Aaly), 有 
Ea y EE a. 
由 于 a4 荐 凸 集 , 则 对 于 任何 4E [0,1], 有 
A C1 Oo A EE a 


于 是 
atAr 二 (lO— VY) er= alr) AGCy)， 

即 “是 模糊 凸 的 . 

定理 2.1.10 设 4E. 祁 "(RR), 则 & 是 模糊 号 的 . 

证 明 ”由 定理 2. 1.9 即 得 . 

定理 2.1.11 设 <aE 多 (R), 则 和 是 模糊 数 的 充分 必要 条 件 
旦 
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人 ELm,n|] 关 六. 
u(r Lm, 
ge. hn 
其 中 L(x) 是 石 连续 的 单调 不 闫 函数 ,0 L(xz)<1, 且 lim L(x) 一 
0;Rtz) 是 左 连 续 的 单调 不 增 函 数 ,0<RCr)<1, 且 lim R(x) 二 0. 
证 明 必要 性 . 设 &€.F' (CR). 
1) 由 于 a 是 正规 的 ,所 以 = 二 [aj yat j= 二 [mynj] 关 7 
2) 当 xz<m 时 , 令 工 (x 二 glx), 则 0 守 L(r) 过 1, 设 ras 
加 ; 令 as 一 az 由 于 ao 一 1, 则 
[x 天 ] < a 
于 是 zz 所 吧 wy 大 而 (xa) 守 # 一 上 (zx). 所 凡 ,LLr} Cx 之 mr) 是 单调 不 
减 移 . 
御 汪 L(x) 是 右 连续 的 . 假若 不 然 ,存在 zo<<m 使 得 
lim L(x) = a L(x,). 


于 是 对 二 任何 xE (ro ;有 工 Cx) 之 a 而 上 (xo) 过 a, 由 实数 稠密 
性 , 存在 大 使 得 芝 Czo<h<a 国 此 对 作 何 ECzoymy 有 交合 而 


0 得 Ga 取 忆 一 关 十 二 二 于, 则 Xo 所 以 ;由 a; 的 闭 曲 性 
知 ,x! 蕊 aan 二 1;2， 从 而 limzs Ea 得 limzy 一 z 卫 盾 ， 

往 证 im 5 一 0. 假若 不 然 , 由 于 工人 (z) 是 单调 有 界 函 数 , 寺 
是 lim 工人 z 一 "0 对 于 任何 z<m ,由 于 工 (z)? 是 单调 不 减 的 ,所 
以 


az)y 一 也 (rz)》 a. 
于 是 a 是 无 界 集 ,矛盾 ! 
3) 同 理 可 证 , 当 xz>n 时, 令 ROzr) 一 atz), 刚 0sRCzy<1， 
Rtz) 是 单调 不 增 左 连续 画 数 , 且 lim RCx)=0. 
充分 性 . 
的 半 6 本 


1) 由 于 a 一 [m32j 关 名 ,所 以 & 是 正规 的 . 
2) 对 于 任何 4E C0,1), 令 
a 二 A cL = YY {rR(r) 2 A}. 
申 于 lim 工 (x) 二 0, lim RCz) 一 0, 所 以 ,Lar ez] 是 有 限 闭 区 间 ， 
日 aC[ax ad 经 证 机 一 Lar vat J]. 事实 上 ;对 于 任何 xELea， 
a; ] ,如果 zzE Cmnj; 则 &Cx) 二 1 宇 A; 如 果 zE (Car sim) 则 一 定 存 
在 ai 之 xl 世 zx 使 得 Ln) 实 入 和 理 则 入 {x;L(T) 写 补 全 TI ,于 
盾 . 从 府 根 据 L(x) 的 单调 不 减 性 ,有 
atT) 二 工 (2) 守 L(z) 区 和 

故 zEa 于 是 (ai ,mM) 人 44, 如果 X= 二 a7 ;根据 L(x) 的 古 连 续 性 、 
有 有 


after 一 lim 工 (z) 类 


a 


故 [Lar ,mm)Ceas; 同 祥 可 证 明 ,(m 好 Caa 于 是 ， 
Lar er CT ai。 
另 一 方面 ,如 果 > 在 La et, 则 工 <a 或 工人 本 ， 旭 果 工 < 
gx ， 则 
TA riL(tr) 守 A) 


于 是 
A) = LCL) A; 
如 果 了 >et , 则 
rzYV TIRRCz) EA}, 
于 是 


afz = RT) < A 
从 而 ,我 们 都 有 zx 名 aa. 这 样 ,我 们 就 证 明了 对 于 任何 4E (0,1)， 
a = [sl var |. 
由 定义 2. 1.4 知 & 是 一 个 模糊 数 . 
由 上 述 定理 可 知 , 一 个 模糊 数 a 可 以 由 [risnij] 二 a 及 L(x)， 
*» 7 


Ri) 唯一 确定 . 记 
a = (Dnssni], Li, R;). 
定理 2.1.12 ‘模糊 歼 的 表现 定理 ) 设 
H: (OR)= {asb sab a bE RA 五 (一 
[me， | 
C1) a=, HW AHOW EF RY); 


(2) a=N HA UAE Co 人 六 一 | 1 一 二 ， 
(C3) 互 一 Crmz ns),L:, Re), 


其 中 
i ol 1 1 i! 
mi 一 limm ,ns limns 心 二 1] 十 | ， 
Litz) = VY An < A}, 
AE FD 


Ratxr) = YY ds 2 TE}, 
证 明 令 太 (0) 一 R; 则 {HEYARY. 出 模糊 集合 的 表现 定 
理 知 { 五 } 叭 一 确定 模 精 集 
a = A Ca) = eA) EE HR). 
日 
Qa = NH = AH) = NN Lm, AE O11]). 
(1} 由 于 闭 区 间 的 任意 挛 仍 为 闭 区 间 ,所 以 a 仍 为 团 区 间 C(A 
《0,1]) ,县 a = [mm 1 jj 各 ;于 是 aE CR)., 


(2》 由 于 0 一 =| 1 一 二 4 二 4, 所 以 


a =NH() CNHG). 
另 一 方面 ,又 由 于 瑟 ( 人 Cai ,所 以 ,由 定理 1. 2.4， 
Paycnas=a 


结合 两 方面 ,我 们 有 
"48 。 


oo = a, 
Yh 
(和 


a — A HA). 


(3) 出 (2) 知 身 一 骨 太 Cw) 一介 [mmsnwJ 由 于 (GE 
EAR), 所 以 mx 是 单调 不 三 的 ; 且 Mix SS 了 1 ;zx 是 单调 不 增 的 ' 且 
NH- 于 是 有 


因此 ,我 们 可 以 证 明 
| 计 Erna ss ]. 
当 + 之 zm; 时 ,出 定理 2.1,11， 
L(x) 一 ar) = YY QA HN CD)) 
一 VE HV! 


= VY {Ar EE Lm,n)} 


D1 


一 YA， 


[i | 


同 理 可 证 , 当 x>n; 时 ， 
Rs{7x) 一 ¥ 全 ss] 


2. 1.3 模糊 数 的 序 及 运算 


定义 2.1.6 设 & 了 EE *(R), 称 4 之 8, 如 果 对 十 任意 XE 
(0,1j] 有 
a 和 
称 a<5 ,如 果 esp 日 存 在 加 E10,1] 使 得 
5 


十 日， 


命题 2.1.1 (F(R}, 扎 ) 是 一 偏 序 集 . 
证 明 显然 . 
命题 2.1.2 设 a) 呈 E 多 CR) 2 一 的 充分 必要 条 件 是 对 作 
何 AE (C0,1]yai =b 和 a7 =b;. 
证 了 明 显然 . 
定义 2.1.7 设 *x 为 RR 上 的 二 元 运算 ， 
< :RXR-—R (Ty Pz Ty, 


RR FR) WR), 
(ap mm ax B= LU Ala* by. 
[O11 
其 隶属 函数 为 
(ay bz) = VY (alr) A C9)). 
特别 称 
(a 2) = YY Car) A by)); 
(a oz) = V (Gar) A by)); 
Car Bx) = VY (Gar AB (Cy)); 


(Go VY CaCz) A Gb Cy) 


子 一 开车 了 


(a A DI) 一 V Cr) hb (Cy)); 


7s=TAy 

(a YY BY(z) 一 Cakr) A Bb Cy)). 
为 扩张 加法、 扩张 碱 法、 扩张 乘法 ,扩张 除法 ,扩张 极 小 运算 和 扩张 
极 大 运算 . 

例 2.1.3 请 
2= [oa 一 17/ 之 十 We: 一 xX) 
则 
"S50.* 


4 
十 1 


1 4 1 3 
E z+ 1 | 


和 


ZA 2=| ez 一 /z+ | (3— /a 


2 


EE 
) 


1 | 7 了 


zy i=|[ zx 一 1 /z+ | 3 — x /x. 

定 沁 包 1.8 设 &eE. "CR),; 如 果 对 于 任何 xXxER,x 志 0, 有 
alz) 一 0, 称 & 为 正 模糊 数 . 如 果 对 于 任何 tTER,z 实 0, 有 alx) 一 
0; 称 & 为 负 模 糊 数 . 

命题 2.1.3 设 sE.z Ra 是 正 模糊 数 的 充 要 条 件 是 c> 
0;& 是 负 横 糊 数 的 充 要 条 件 是 < < 一 0. 

证 明 由 定义 2.1.6 及 定义 2.1.8 即 得 . 

定理 2. 1. 13 设 &,BE9 (RY), 则 到 十 而, 训 一 pe 时 玉 4 六 pl 
aY 5 是 正规 的 如 果蔬 是 正 模 糊 数 或 负 模 糊 数 ,了 如 二 避 
是 正规 的 . 

证 明 设 aClzxo) 一 1],5(Cy0) 一 1; 令 


ZXo 十 oza = Xo ozs — Xo Yos 


gz1 Eo A Yor2s = Yo VY yo. 
则 ,由 于 
(a 二 BDz) = VY (alz) MB yD atr) Ab (yw) 一 1. 
所 以 
(二 Ba) = 1. 
» 与 1 。 


即 & 十 如 是 正规 的 . 辣 理 可 证 (4 一 (x2) 二 11 (4 BB)(z3) 一 1, (4 
Ac 一 Lay6)Czo) 一 1 即 它们 也 都 是 正规 的 . 
如 果 8 是 正 模糊 数 , 则 5 Cyo) 二 1 之 0; 所 以 zo 二 To 二 YoER, 且 
(GB) VY ar) A BO) Far) A Bb (Cy) 一 1 
从 而 


(Ca yre) 一 1. 


中 6 二 是 正规 的 . 同 理 可 证 如 果 5 是 负 模 糊 数 时 ,z+ 也 是 正规 
的 . 


一 艇 说 来 ,如 果 & ,5 EB* (CR) ,a 二 未 必 蚌 正规 的 . 


例 2.1.4 令 
~ 工 二 1， 
位 一 
站 Tl1, 
~ f7 二 D0. 
p= 
D0， 式 基 0, 


则 &0) 二 1,500) 二 1. 但 是 # 二 8 不 是 正规 的 . 因为 对 于 任何 x 
R, Ca Bb) rx). 

定理 2.1.14 设 &,6EB*(R); 则 对 于 任何 AE {0,1j,a; 十 
Bo 一 ra， bra boarY bi 都 是 闭 区 章 ,如果 3 是正 模 糊 数 或 
负 模 糊 数 , 则 pF 是 闭 区间 。 

证 明 由 于 za, 芝 E. 多 CR) 根据 定义 2.1.4, 对 于 任何 4E€ 
《1 我 们 有 

um = Lai yai 1 Bb, = Lb bi 1. 

下 面 我 们 证 明 

(Yat [Lax th rai tb |s 

C2) qi—& = [Lai —b at br ls 

由 D2 站 


C3) ea 有 er | 
(4 mb a AB rar ]; 
(5) aa 一 La VPi rai Yo 
其 中 
a —=mintar Hy ar Bt oar Ba dy hs 
ait =maxtar pr yo ar Bey hy sal * bY. 
专 实 上 . (1) 由 定理 2.1. 8 知 
ti 十 六 一 1 存在 宇和 ay 和 页 一 工 十 站 )， 
对 王 任 意 zEaa 十 如 则 存在 za4, Yo 马刀 使 得 
Zo= 了 n Yo. 
由 于 xoEany%EB: 所 以 


一 一 7 十 -- 上 
dr To SA 5 yo 


故 
十 向 十 各 一 z 守 at 十 机， 
即 zE€ Lar 十 B77 ai 十 下] 从 而 
十 CLax 十 art 十 妇 二 

反之 ,对 于 任意 = 各 [ar 十 7 at 十 寻 ], 令 = 一 了 二 人 
则 

0 二 ty 一 下) 一 6) 十 (6 一 杞 ). 

如 果 (z 一 aa 十 (9 一 中 )> (ar 一 a7 或 (x 一 a7) 十 (yy 一 上 ) 计 
(中 一 向) 不 妨 设 (一 喇 十 Cy 一 箔 )>at 一 a7 ;我 们 取 二 ai. 
则 


9 < 一 和 和 和 一 下 . 
从 而 页 达 y 迄 了 太 , 即 工 人 Eaiy yt 上 且 zz 二 十 yy 全 ai 十 刀 , 如 果 (x 一 
a yy 一 bt 一 各 .我 们 
取 z= 二 ax. 则 | 


0 一 让 和 一 本， 


bb. 


从 而 丰 所 yy 所 妈妈 EaryyE Bb z=zrT yq 二 + 均 
Ga 十 下 站 [ar 二 ,at 十 Bj] 
《2?(3)f4)5527 可 以 同 理 证 明 . 
如 果 7 是 正 模糊 数 , 则 杂 >>0. 于 是 我 们 可 以 证 明 
da TT b= Lay /B+ ya 二 br J. 
是 闭 区 间 . 如 果 上 是 负 模糊 数 , 则 b <<0, 于 是 我 们 也 可 型 证 明 
di = [Lar /br ar /By | 


是 闭 区 间 . 
一 般 说 来 ,如 果 &, 了 EF" (R) ,a 二 ,未必 是 闭 区 同 . 
例 21.5 令 
(x) | 工 二 1] 
lo zz1 
]， 了 各 [一 1,1] 
bs tr 一 
(x) |。 区 一 1,1] 


则 对 于 任何 4aE (0,1],@ 一 [1 名 一 [一 1,1], 但 
ai 二 和 一 [一 cc 一 1]UD，+eco]. 
定理 2.1.15 设 4,8E€E.* (RR), 则 
a ba— BabaAday be .mR). 
如 果 5 蚜 正 模糊 数 或 负 模 糊 数 , 刚 & 二 EF * (RY). 
证 明 (1) 由 定理 2.1.13,58 十 上 ,8 一 访 ,&* 训 ,KABAVY5 是 


正规 的 . 如 末 上 是正 模糊 数 或 负 模 糊 数 , 则 4 也 是 正规 的 . 
{2) 由 定理 2, FE 14,; 对 于 生意 AE CO a te a — bs a Md 


BrerasY 都 是 闲 区 间 , 如 果 台 是 正 模 糊 数 或 负 横 糊 数 ,a 二 
如 也 是 闭 区 间 , 所 以 我 们 只 须 证 明 


Ca bh 一 aa hs 


= dd* 


(到 一 让 ) 一 ex — bs 
(a 让) =a bs 
(a A B=ar A Bs 
(aV Bb 一 ea Y bi 
(6 + b= 二 
由 定理 2. 1.8, 我 们 只 要 证 明 四 则 运算 和 极 大 和 极 小 运算 
“x ”满足 


LV, Ax) A B C9)) = max (A(z) A B C9)) 
即 可 . 事实 上 . 设 VY (a(z)Ab(y))=a. 如 果 “ 一 9, 显然 存在 
Zoryurz 一 XoX% Yo, 有 atzxo) 入 5bCye) 一 0. 如果 a>>0, 则 由 实数 焰 帘 
性 ,存在 ”使 得 c 一 元 >>0， 由 < 的 定 文 ,对 于 任何 mm， 存在 呈 ,， 
3) 满足 z 一 z* 加 且 
1 


EE AB(y)>a— 二 之 a 一 二 


?ip 


于 是 {tz)jCa ,fo}C5 .又 由 于 a 1 是 闭 区 间 ,5。 1 也 是 闭 
区 间 , 所 以 ,存在 子 列 

Ta To Ya a. 
因为 z(zu)>a 一 元 , 故 对 于 任意 给 定 的 地, 当 上 充分 大 时 ,有 


qa,) > TT 1. 
Hn 


于 是 
Tu 大 Co}, 
大 而 ,由 a。: 是 闭 区 间 ， 


To a 


帮 ,由 定理 1. 2. 4， 
20E 门 Ce -二 一 do 
同 理 
将 ? 司 如 


GT) hb (yo) Da. 


又 由 于 “* ”表示 的 是 四 则 运算 和 和 极 小 和 极 大 送 算 , 这些 运算 
都 是 连续 的 ,所 以 ,由 kk x* yn 知 
To Yo 一 2 
这 样 ,我 们 就 有 
efzo) A Bb Cy) = max a(x) A B Cy)) 


一 Y (a(r) AB Cy)), 
定理 2.1.16 设 &,D,cE.9R"(R), 则 
(1) a 二 + 二 6 二 +a; 
(2) a BO—F + Aa: 
《3)》 公 十 六) 十 c= 十 (十); 
(dae Bo = Bees 
C5) a 十 0= 妈 ， 
(63 a* 1=a. 
证 明 显然 . 
注意 :(1) 一 般 地 ,a,5E.F* (CR), 一 和) 二 BA 一 a0 
例 2.1.6 设 
1， 二 EE [一 1,11. 
0， A [se [一 1,.11]. 
出 对 于 和 任何 AE 0,1]j.a=[ 一 1,1]. 
56 站 


azr) 一 


a 一 aa 一 [一 1 一 1.1 一 《一 117] 


=[-— 2,2]. 
即 
“一 < A 一 2, 十 2j 关 ， WU AL0,0] =0. 
安 [1 
(2) 一 般 地 ,BCE CR),E。 GD -证 二 2. 
例 2.1.7 设 
~ 3 4 
5 =| (x — 2)/z + | (4 — /zs 
2 3 
5 一 | /az 
1 
~ nn 1 
2 =| pa 
则 


四 ~ 6 
z+ 7) =| 区 人 人 


o 


s+ Per 


于 是 
C {bt ea Biarr 

(3) 一 般 地 ,aE * (CRI 二 2 天 1 

例 2.1.8 设 
1， 工 厂 [十 1:2j. 
0， 开本 [1,2 |. 
则 对 于 任何 AE (0;1j,6&; 二 [1,2J. 所 以 

扣 坟 二 [1:2] 寺 [1,2] = [1/2,211] 一 |[ 亏 ,21] 

于 是 


和 Kx》 一 


= 7. 


5 eh W, A,1] 


atL 


定理 2.1,17 设 4&， 


“ =,H 1] ala "2 i 


p= 一 LU AB si | 


aE 了 辣 ,1] M 


< 一 lS aLer | + . 
011] 


AE 
由 于 a, ,c 都 基 正 寞 糊 数 ,所 以 ,对 于 任意 的 ME (0,1j,a7 实 0, 扩 
这 0,07 这 0. 从 而 
[ai rat | (Ler ,于 ] 十 Ler yet]) 
= [ar yat]* (8, + er set d+ er] 
= [gr + (87 + ey) a (bt + ey) 
= [a Bar ca bt 十 er。 | 
[ai yat 1 * [hi sbit] + [Lai sai ] ~ Ler ,c+ ] 
= [Lar 人 er 于] 十 [er cr, ar "ct] 
= [Lar Bar cr at bt +at :cl]. 


Ga* (tc) = Laisat]" (Lb 于] [e; ,ct ]) 
一 [ar 本 [a -| 十 Lax vai | " [er si] 
dr" pp 十 A Ca 


即 
(a BN = a 


= (a 二 盏 十 企 全 Ch 
下 由 分 解 定理 则 证 
站 三 入 二 


定理 2.1.18 设 a,b,cdE.F"(R), 则 
《1) 如果 a 所 5 ,0 各 4 ; 则 8 十 tc 所 5 十 ,进一步 地 ,如 果 4 之， 
ca,NMNate<d td: 
(2} 如果 一 所 4 二 ce 则 加 二 ce 进一步 地 ,如 果 4 十 户 = 一 二 十 
< 则 二 一 ; 
(3) 如 果 apycsa Ha 二 c=5 二 4; 则 4 二 ,c=d; 
(4) 如 果 对 于 任意 给 定 的 s>>0:0<as<<e 则 aa 一 0. 
证 明 显然 . 
定 尽 2.18 设 zE 有 多" (R) 如果 对 于 任何 正 实数 Mi ,存在 4 
E(0,1] 使 得 M<at 或 朵 所 一 对 , 则 称 和 是 模糊 无 穷 大 , 记 为 所 
命题 2.1.4 设 &€"《R), 则 4&4 隆 吕 的 充分 必要 亲 件 是 
suppa 是 有 和 界 集 ， 
证 明 ”因为 2 尖 o, 则 存在 Wo 使 得 对 于 枉 何 XE C40,1] 有 
一 ME 入 qa? 入 MM 从 而 suppa 忆 [一 M ,MJ, 反 之 ,如 果 存 在 mw,M 
所 只 使 得 suppaC[Laryadz], 则 
— maxtlml,|M|) < 雪 iniar 所 supat maxt|m|, |M|), 
从 而 2 尖 苦 . 
定义 2.1.9 设 有 AAC 和 入 "(RKR), 如 果 存 在 租 . 久 * CR) (衣装 
区 ) ,使 得 对 于 任何 EA4, 有 # 亏 股 , 称 股 为 4 的 上 界 ;如 果 存 在 
六 EP *(R) (所 关 吕 9) ,使 得 对 于 任何 4€A4, 有 六 才 #8; 称 训 为 4 的 
下 界 , 如 果 A 县 有 上 界 又 有 下 界 , 称 4 是 有 界 的 . 
定义 2.1.10 设 和 4C 名 "(CR), 前 EB* CR)( 疫 了 沽 C3). 称病 
为 A 的 上 确 界 - 如 果 六 具有 性 质 ; 
《1) 对 于 任何 4E 有 A, 有 & 所 并 


ea GO" 


(2) 对 于 任意 给 定 e>0, 存 在 azE4 使 得 从 <a 十 &. 
如 果 形 是 4 的 上 确 界 , 记 下 =sup4. 
类 似 地 ,我 们 定义 
定义 2.111 设 ACF "(CR) ,所 EF "(CR) (mK 了 关 吧 ). 称 疯 为 
入 的 下 确 界 ,如 果 闷 具有 性 质 : 
(1) 对 和 于 任何 aE4 ,有 下 迁 2 


《2)》 对 于 任意 给 定 es>0, 存 在 4aE4 使 得 &g 一 之 六, 如 打 坑 是 
4 的 下 确 界 , 记 柬 一 inf4. 


一 般 地 ,一 个 模糊 数 集 有 界 不 一 定 有 上 确 界 和 下 确 界 . 


例 2.1.9 令 
加 {1s 工 二 1, 
(tr) = 
lI0，z 关 1. 
0, I 
BC) | 0x1l. 
兰 一 
2 1] 所 工 入 2. 
0 m2. 


则 与 5 的 最 小 上 界 为 VF, 即 


0, 了 < 
ay po 1 过 工 妇 2， 


DOD, 二 2 
但 4={,} 不 存在 上 确 界 . 与 5 的 最 大 下 界 为 fAA5, 即 
0 < 0. 
Grn 0 和 rE1, 
0, 二 人 1. 


但 4 不 存在 下 确 界 . 


命题 2.1.5 设 4C 有 (CR) ,如果 存 在 4E4 是 4 的 上 界 ( 分 
别 地 ,下界 ) ; 则 supA( 分 别 地 :inf4) 一 定 存在 ,上 且 
和 [A 时 


& suUDATC 他 别 此 aa- inf4)， 
证 明 显然 . 
定理 2.1.19 设 440227 8 如 各 sub 汪 (分 别 了 :02 后 
在 , 则 


{1) supA= lL) Asupa: sup J— Va; 
2 CC | uA 

【2 infA— LI Linfa yinfazr j— Me 
A] Ed 2 | 


此 中 “YY "表示 极 太 运算 ,入 ”表示 极 小 痉 算 . 
证 明 对 任何 &E4 ,因为 asssup3 .所 以 村 了 他 总 AGE (0.1 
a ssSupa4)， 相 ay ES GupAy. 
supa, ZE 【Sub fsupar EE (xu),. 
EE EE 
从 而 


[ asupea stpea SE SUPA, 
EF 站 庆 刘 | 


反之 ,对 于 任意 给 定 e> 和 出 定义 2.1.10 存在 2E 4 便 得 
suPpAi < 十 下 
头 于 ,对 十 任何 AE (0.13: 有 
(supA); (a | E); -a TE 

sopA7 Ca 二 eli 一 als 

二 是 
(suUP 1 关 :- SUB 十 三 和 fsupA 7 半 sup 一 - 三。 

浆 由 于 * 的 任意 性 ,所 以 ,对 任何 AE 560,11 我 们 和 有 


CsupAy: supar 村 | CoupAAy si subax 
A a 


从 而 


supA EE Asnbas Supax |. 
a | Dl 


表 合 鸯 方面 我们 得 到 


SupA = [] A supey supey . 
2 EA | . 


2 Ln. 


党 


1 


:| 


62) 可 以 类 似 泪 遇 ， 

命题 2.1.f 设 A 二 BC "CRD) ,如 录 infB 和 infA( 分 别 地 、 
sup 及 和 sup 户 存 在 ,网 inf4 守 infB( 分 别 地 ,supB 写 supAA). 

定理 2.1.230 汉民) 按照 极 大 .或 小 运 代 构成 一 个 稠密 格 . 

证 明 巾 定理 2.1.16 知 极 大 , 极 小 运算 满 是 交换 律 和 结 
从 律 .根据 文献 4[ 张 交 修 著 《 模 糊 数 学 茸 丰 》| 定 理 2. 1.2 知 , 我 人 
只 萄 证 明 对 于 任何 4,5E .2 *(R) 


dA GV P=a, dV (Nb) -a 
即 知 多 ”(R) 是 一 个 烙 ， 事实 上 ,因为 对 任何 XE (0.1] 
人 
一 [ea et A CTaxr ad YE 
=[ar sat | A Ta; Vb wus YY hr] 
一 La A (us Virar A (at VW oH) 


一 | a 本 | a 


所 以 

a (lay oo a. 
同 理 村 证 

aY (a A 6) =a 

上 奇 我 们 证 明 . 有 8) 是 稠密 前 ， 事实 上 , 设 4,5E.F* CR)， 
4a<b. 则 对 丁 任何 4€ {0,1] 

au 和 和 过失 
旦 在 在 为 E00,1J 合 得 


和 


所 以 
理 DY 中 


ea 十 Pi， 、 CM 十 bs 
a 5 一 或 HA ~ 2 人 


我 们 定义 


Wa， 
我 们 得 证 明 c EE "CR), 由 于 总 放生 ,过 及 所 议 Lo ur 
关照 .[ 1 关 族 - 即 a 和 a7 二 生机 从 商 
Tar | b. Cl 十 pi |: [ea 


玫 < 研 正 般 的. 丸 由 于 只 世 和 时 Fa lLer es 各 [0 

i 6 所 以 
| 
a 


一 


琢 c 人 .RY, 


2.2 模糊 数 的 模糊 距离 


说 
和) 

定 包 .2.1 映射 pp 玉民 XR 一 LR) 称 为 一 个 
模糊 址 高 ,如 果 p 满 是 茶 件 

(1 (2 TO0vpfa 一 有 的 充分 必 昌 条 件 是 4 一 六 ; 

C2) 对 任意 c 所 .六 "CR), 有 

Da) oa) i pe ,Pb). 

如 果 o 是 模糊 距离 . 则 称 ( 民 ,天 (CR ,为 一 个 校 糊 度 最 窜 间 或 模 
类 中 疯 空 们 . 


* 3“ 


命题 2.2.13 设 ( 民 : 丈 (CR ,四 是 一 模糊 距离 空间 , 则 

(3) na bp hd). 

证 明 册 竺 文 2.2 1 取得， 

定理 2 2. 1 不 式 定义 的 p 是 一 个 模糊 数 的 模糊 距离 ;对 于 任 
何 &0 ER "(RR), 

Pa 一 ALIa tl, sup |a7 -| 
V al en) 

证 明 

(1) 首先 让 明 2 (2B)ERYCRY (4,6€E.ZF'(R)). 事实 上 上 ， 
多 为 a (RD, 折 以 它们 都 是正 规 的 . 即 

Le sear jb 外] 天 应. 


la 一 5 一 | 
iar — 6 | ar -| Y la — oi! 他. 


也 就 是 说 pa ,6 是 正规 的 . 根据 5 六? 的 定义 ,及 对 于 任何 不 二 
A 


Lie， 一 名 Sup er -YY 一 人 | 
CEiai —h sup lar -| VY as 0 li, 
| 


TP, 6) EF (CRY. 
C23 我 们 证 明 p 十 -个 模糊 数 的 模 精 距离 . 


Ca) 显然 pa 站 

如 果 P 信 ,5) 一 0. 出 对 于 仁和 XE (0,11， 
sub |or | Ye 本 | 
2 


检 而 ， 


"dd" 


A -一 Bh, YE 一 2 
到 
5 一 总 
了 反之. 划 果 有 一直 则 对 丁 任何 A€ 00,1]， 
二 7 一 
于 是 
Sup lay BV lat 有 


pb (AB) = 0. 
(2) 国 为 对 于 任何 cE "CRY,PE C0,1]， 


一 | . - 
lar So 十 一 

及 las — By | |ay CC— ei [一 bl|，, 

则 ar — bi | lar — ee | YY 一 弛 


ur 6 ||as — | VY et 一 中 | 
十 le -orl Yl 一 |. 
因此 ,对 了 任何 73ELX,1j, (XE (0,11)， 


[las 一 和 | Var 一 本 | 
la 一 人 | Ya ol+t lb lV le ~ 
< sup las ~ cr {lV lar 一品 | 

ia 1 


十 sup |cr 一 厨 | VY ies 一生. 
| 
从 而 ,对 于 任意 AGE (0.,1]， 


sup |as — A | |ar 一 全 | 


ssuple — cr | VY lat - ct) 
本 


| 


* bh" 


2 sup lc PN 


| 


记 全) EA oD). 

容易 看 到 ,如 采 a,5bERR, 则 
plast) = la bl. 
命题 2.2.2 设 2EF* (RY. 风 22p(8,0). 
证 明 显然 . 
命题 2.2.3 设 EE 更 1 (REE[0cn) 则 52OsSe 充分 必 
要 和 茶 件 是 as:e， 

证 明 处 然 . 
定理 4.2.2 设 dD ,CAE '(R) ,aER,N 
(1) platd dim=p ,ce 


(2) OB Re pb, 


(3) (一 六 ,2 一 站 一 六 一 广 , 一) 


加 末 a<0, Wpla " Ara * Bb)= lal * 上 一 总， 一方) 
5》 如果 asp<c :加 


(6) 如 果 芝 csOasEQsE, 则 

pd Ep (dy, 
证 明 我们 人 区 证 明 (C1)C4)56) ,其 余 类 亿 训 证 . 
(1 因为， 


一 一 | Mar 十 矶 :十 时 ] 


二 肯 全 二 


所 以 


a 二 c= UY MaiTt era to] 
El] 


EE 


2 二 二 一 Ula 二 本) 一 (ai os 


a0 .1 


sup 1Car 十 名 一 (ar Cr) | 
1 


Via 二 好) tat 十 cy | 
= als -el,sup be -cs | 
ME TD A 1 


V lb - cy | 


pb ,eyY. 


(4) 如 果 E50, 二 00), 则 


asa— (ll Aar a a" ddl]; 
EU 


本 


av 一 UU | J 
11 


所 以 
Dp Ca -Ga 一品 ALia ee a'b,|. 
dE l,l 
sup |a "a 一 各 "中 | 
1 
V |aruy -ep 
+* 让 (Ca, 5). 
辣 理 可 证 ,如 米 a 三 0， 
plarda dB) |alp(— a,—$). 
(6) 因为 & 和 CDQ ,所 以 ,对 于 任意 AE (0.1j 丰 有 
ed ai|: | -dil 和 | ail. 
了 是 


PE Ep (Cab). 


定理 2.2.3 下 式 (* x*) 定 义 的 2' 是 一 个 模糊 数 的 模糊 距 


= Br* 


离 : 对 二 任何 总 E .六 * CR) 


oa.0)— U Asup laz 一 好 | ,sup at — hr 
| ds ! 
W sup lay — bh, IiCx x ), 
Dm 


证 明 ”类似 定 理 2.2.1 可 证 . 
答 易 看 到 ,如 果 ae 后 天, 刚 
Dosp0 一 |2 -bl|. 
命题 2.2.4 设 4€ .多 "CR), 则 pp* (2,0), 机 果 六 EE 
RY ,MM pr* Ca 0) =, 
证 明 吧 然 . 


i 


定理 2.2.4 设 a,6€. 久 *(R),eE[0,00), 则 Pp(2,5) 之 e 的 
充分 必要 荣 件 是 0" (4.D) <. 


证 明 设 a.6E "CR),sET0,00) 0 Be, 则 对 二 任何 
AE {0,1], 


SUP, lar 一 而 | Ver 一 时 | 妆 e， 
其 而 ,对 于 任何 AE (0，1， 
la; —B | e, a CO— bi | 总 g, 
sup lay -leH soplay -By| VY supla, -加 | ss 
| A pl rm 


人 
芭 之 ,我们 间 梯 可 以 证 明 ,如 果 六 全 有) 坟 se 则 六 忆 
定理 2.2.5 设 a,65 ,c,dE.% CR) ,aER, 则 
(1) pathat po (hb,L), 
(2) pp hace—a)mp CP,e): 
(3) po Cab ae =p (by): 
。68 。 


(4) pCardae py Ca.8), 0. 
[se &, -8B),， Gal. 
(5) 如 果 SEC 刚 关 (GBP ac) 站 (De 二 
op" (Aarec); 
(6) 如果 ac 过 PaAsass, 则 
pcd) Ep (a.sd). 
证 明 ”类似 定理 2.2.2 可 以 让 明 . 


2.3 模糊 数 的 模糊 极限 定义 及 运 


定 多 2.3.1 设 {@jc 区 (民生 押 "( 开 ) 旭 果 对 于 任意 给 
和 定 划 se>0, 存 在 目 竖 数 本 得 N22N 时 ,成 立 
Dias) < 


则 称 {e.} 依 模 粹 距离 p 改 伍 于 也 为 


(plima 一 或 世人 ao 一 oo) 
定理 2.3.1 设 {2} 己 允 (RE 多 (CRP 和 请 分 别 由 
Cx) 和 Cx x ) 定 义 的 模 精 记 离 ， 则 (e?limae 一 G 的 充分 必要 条 件 
是 4p” Mime, =u, 
证 明 出 定 理 2.2.4 和 定义 3.1 立 知 。 
在 以 后 的 各 章节 的 讨论 中 ,我 们 总 大 使 用 (x) 定义 的 模糊 外 


离 

定理 2.3.2 设 {4}CF "(RY),a€ "(RR), 人 化 
二 了 的 充 村 条件 是 邓 下 作息 CCO te ) et) 一致 收 化 于 
2 


" Pi. 


证 明 因为 (2)lima 一 a, 所 以 ,对 于 任意 给 定 E20, 仓 在 和 

OCNER), 当 nnER,nN 时 
Pp Aa) < 
la — arlEe let —at| 所 e. 

从 而 [ar 1a} 关于 AE (0,1] :至 收效 于 ar ,al . 

反之 . 由 于 fen 和 (az)} 关 于 AE (001 - 致 收 傅 于 ax 和 ai. 
所 以 ,对 二 任意 给 定 e 计 0, 存 在 N>0; 当 nn 宇 N 时 (nx,NE RD), 对 
十 4 和 50,1 一致 成 立 


la - ai | <e， la — er |< 
上 是 
le -ar| < sup as, 一 ar VY | 一 呆 | 委 记 
“ Se | 
故 
DO 《csc) 一 la — a | ' Sup, |as 一 a 


VY |az - ui|] 氨 &. 
即 
C0) lima, = 4. 

定理 2.3.3 没 { ,CCRIA SEF" (RY,aE RR, 

加 果 
cp) lima, ~, (6) lim B, = $$, 

则 人) lim (ast 6) =atb; 

(2) lim(a— 6.) =a—b; 

(3) lim(a * ca a, 

证 明 

站 70 [3 


(1) 因为 Co)lima 一 2，(CP)limz 一 二, 所 以 ,对 于 任意 给 定 > 
0, 存 在 正 整 数 六 ,使 得 当 = 之 时 ,成 立 


Pasa) Ce/2, pbb) Ee/2. 
于 是 


Pp (a, bia + 6) ED (a + Baya + 6) -| 


Fp bat by) 


p (GB) 十 po a, sa) 
即 


Co) lim(a, + Bb) 一 站 十 市. 
(2) 同 理 可 证 . 


(3) 当 “六 0 时 . 因为 (plima,=2, 所 以 对 于 任意 给 定 s>0， 
存在 正 整数 ,使 得 当 a 关 N 时 成 立 


~ ~ 
P (dd) ST 


十 1 
于 是 
(ea ai 去 a 
二 
Cp) lim(a :2&) = a 
《4) 当 


a<0. 二 为 (pylima 一 a8, 所 以 由 定 3 


3 {a :入 
ia 关于 AGE 50:1] 一 筱 收 化 于 人 和 ai. 丁 是 {一 a2} 和 i 一 二 } 关 
十 XE C0,1] 一 致 收 合 于 一 ax 和 一 时 从 而 -各 1 依 p 收 敦 于 一 &. 
即 ,对 于 任意 给 定 e 守 0, 存 在 下 整数 NN ,使 得 当主 NN 时 成 并 


P 【《- cn。 


E 


a| 


4) 过 


使 用 定理 2. 2. 2 ,我 们 得 到 
Pa OctsG) mlalp(—v Aa 
<jci . | = 

即 

(2) limad, = a. 

定理 2.3.4 ‘极限 唯一 性 定理 ) 设 {&)CF"(R),i,6E 
.2 *《R) ,如 时 

Cp) lima, = a, 0p) lim = 8, 
则 
uo= 上 上, 
证 明 因为 jime. 一 alimmce 一 和 ,所 以 ,对 于 任意 给 定 的 s>0， 
- 定 存 在 正 整 数 AN, 和 wa 使 得 当 nN 时 
6 (Gud) 5. 
太 当 nN; 时 
p (Cab) 去 也. 
售 N=max{NN} ,nN 时 
0 委 pp Ab) Sp) + 2 Cb) 
E € 
Spi 

再 由 8 的 任意 性 


即 


定理 2.3.5 ( 夹 撞 定理 ) 设 (a) ,BC "CR,a€ 
.F(R) ,如 果 对 于 任何 nn, 有 所 5, 近 Cc, 及 
(Pp) lim&, = (2) lim ¢, = &, 


则 


证 明 因为 (pjlim&.==& 及 Cp)lime,=&, 所 以 ,对 十 任意 给 
定 的 >0, 我 们 总 能 找到 正 整数 N, 和 Na, 使 得 , 当 a>N, 时 


p tad) EE, 


Co 


政 当 nN, 时 

Pp (Ei) 所 三 ， 
区 因为 对 手 任 何 二 

ar Eb, A en, 
则 当 nn 宇 max {N,Ns} 时 ,我 们 有 


DP RY) ED GN) ED (a) + pA) 


< 
8 EE 2e 
3 十 3 3 
轩 由 
P (basa) Ep (Bsds) 十 (Ga) 
2 EE 
eT 
即 


CP) lim PF, — &, 


定理 2.3.6 (有 有 界 性 定理 ) 设 {1 C CR},OE (CR) ,a 
- 了 3 四 


A 1 如 果 (p)lima, 一 -&: 则 一 定 存 在 疯 , 衣 E 
宅 "(R&R) ,使 得 对 于 任何 nw 有 
芝 关 训 志 “ 必 关 ， 
证 明 各 因为 Ciec 2 所以, 匠 们 总 可 以 抽 正 上 
数 NN, 使 得 当 n 宇 N 时 和 


P (as El 
于 是 ,对 于 任何 AE (0,1] 有 有 


la ar| 和 1:|ar 一直 扫 ]， 
从 而 
a |] ,Ea 二 Ta 1 所 a7 这 4 十 1 
因此 
4 一 1 一 acer ear | 1= WU Afai ta 一】 
并 1 EDO,1. 
EL Aar sad | = a, 
AE -0.1] 


间 理 


我 们 设 


M= Ui max ns: max Xi |, 
JE [ul TE taj dn 1} TE i 一 

1 一 - U AL min TI min |。 
CE 一 


可 以 还 明 胡 , 六 后 , 备 ”(RR) 上 且 对 于 任何 %， 
pe :二 dq, 3 MM. 
定理 2.3.7 设 I@ BCTCR) DEN (RO, 
BF blimp) limb ,= 


5, 则 I 
了 村 


(p) lirmn(as ' by = 5. 
证 明 因为 (p}lima. 一 #8, 所 以 由 定理 2.3.6 存在 并 € 
疡 (RR) 六 了 关 吕 使 得 对 于 任何 n， 
&, 二 新， 
又 由 十 瘟 关 c 十 关 3 汉 ,所 以 存在 MER 使 得 
AMARELM. 


存在 下 区 数 MN 机 NN;, 恒 得 当 nN 时 


DD ta a) oe 
PP tanrd ~ omM 


太 当 mn 之 和, 时 
PB < 
皮具 一 maxfTwi ,Ns) ; 当 n 宇 NN 时 
PR Dd BY EP CG Bd BY) + pa Ba Eb) 
a PP 6) HEP (Aaa) 
ED B+ bp a) 


=“ Me 


< 四 
<M 2 2A7 


县 
(2) lim(as - 六) dob, 
推论 2. 3. 1 设 {a CRiaE Res0w op li2 ae 
多 1(R) 4 关中 ;如果 lima, 一 a, 则 
Cp) limCo, * 4) = a ea 


» 75 。 


证 明 ”六 恩 . 

定理 2.3.8 《 保 号 性 定 竺 ) 设 fa 人 DC "CRD 
RR) Om a plimb, ,如 果 对 二 任何 及， 

| (分别 地 ,5 雪 志 )， 


则 
如 地 2 
证 明 使 用 定型 2. 3. 2 即 可 得 证 . 
注意 :此 年 理 的 道 定理 是 林 成 立 的 . 
定理 2.3.9 (模糊 号 离 的 连续 忻 定 理 ) 设 {4} TB C 
CR) Ab EN'(R) ;如 果 (p}lima, 一 4 .Cplim5. 一 十, 风 


(9) lim p (6,) — p Ca.6). 
证 明 由 上 
P GB EP GA) + PG B) | pOE,D,) 
a 


PAP) EPA) + pAb) p(B,,b), 
所 以 ,使 用 定理 2. 3.8 ,我 们 立 知 结论 成 立 . 


2.4 模糊 数 的 模糊 极限 性 掺 


设 A 是: " (CR) 的 -一 个 子 集 类 ,A4' 有 以 下 性 质 ; 
(1) 对 于 任何 4E4 ,如 果 B 一 tinfdo; 向 己 A} 有 上 界 : 则 
SP 仿生 ,天 " (CR),; 
2) 对 十 任 有 AEA' ,如果 尼 一 tsubp4oidc 4 有 下 界 , 则 
infCEeE .Sw "(RY. 
显然 .4 是 非 京 的 焦 类 。 
到 ?6 站 


定义 2.4.1 没 1a,} 忆 "(RD) ,如 困 对 于 任何 x 
Cy Ha 
则 称 1e+ 是 单调 增 划 的 模糊 数 序列 .如果 对 于 和 任 休 
则 称 4e} 是 单调 减少 的 异 糊 数 序列 - 
定理 2.4. 1 (单调 收敛 定理 ) 设 {4,1€ 4'， 
(1) 如 果 fa} 是 音调 增加 的 模糊 序列 ,月 {a,} 春 在 一 个 上 界 


科 ( 闻 兴 O) E.R) , 则 {4} 旦 收 仑 的 , 且 


Cp) lima, = sup ig,}. 
(2) 如 与 1e 是 单调 减少 的 模糊 数 序列 ,日 fav 存在 -个 下 界 
人 ECR;, 则 {6 是 收敛 的 ,是 
CP) lima, = inf {a,}. 
证 明 公证 明和) ,2 类 做 可 证 .事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 # 
0 由 fo)E4 及 上 确 界定 义 ,存在 正 整 数 六 ,使 得 
supb 1 < aw tg, 
因为 ia,} 是 涡 币 数 的 单调 增加 序列 ,所 以 对 于 wn 宇 N 时 ,我 们 
总 有 


PCssupiG EP (ost E) =p (es0) ~ &. 
也 就 是 说 


(5) lima, 一 sup {a,}. 


定义 和 机 2 设 &4, 了 EF "(RY ,a 了 ,我们 定义 
[a DA aT bE F(R)), 
你 La] 为 个 模糊 数 的 闭 区 则 . 
-TT 


定理 2. 4.2 ( 闭 区 间 套 定理 ) 设 {[#,5]} 是 4 的 一 个 闭 区 间 
序列 ,如 果 它 有 性质 ， 


1} A Ibn nl bs 


C2) pRB) On en), 
则 
《p) lima, = (p) lim $, A a € SB "(RY, 
昌 & 是 这 些 闭 区 间 的 礁 一 公共 点 ， 
证 明 由 定理 的 条 件 ,我 们 知道 
A 


A 入 


A Ce < 让 
1 ~ = 2 ss 


因此 习 .} 是 有 上 午 疡 的 单调 增加 的 模糊 数 序列 ,15,} 是 有 下 和民 
的 单调 减少 的 模糊 数 序列 . 我 们 使 用 定理 2. 4. 1, 得 到 


(0) lima, 一 = sup{a rs 


Cp) lim .= inf{ 
于是 ,对 于 任何 正 整 数 &， 
k= (6) limé,, Cp) lim 6, < 6,. 

青 使 用 定理 2. 3. 8, 我 们 在 | 

a Cp) lima, < bias SE (Cp) lim bBok = 1,2 
因此 ， 对 于 任何 正 整数 %， 

pCo) lima,, CP) lim Bb AD Ca by), 

再 使 用 定理 2. 3. 9, 得 到 

0 6 (C0) lima,, (p) tim B,) 尽 Cp) lim Pab) 0 
而 a a : 
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Cp) lima, = (p) lim 方 。 a, 
国 为 a 二 sup {4} 一 inf{5,} ,所 以 
aE.H'(RY Hae [lad] n=1,2,. 
假设 还 存在 a EB"*(R), 目 2E[a,61]sn 一 1,2,…. 即 
A a bia a bn oa ,2 
于 是 ,对 于 任何 正 整数 na， 


从 而 
0 0 0 ) & (CO) iim p (4.,6,) = 0. 
a 
p a2) =0 
也 就 是 说 
UU 


定 光 2.43 设 {4,}CF*CR), 晶 (2.) 是 有 界 的 ,我 们 定 羡 


(0) Hmma, 一 《py lim sup{ 1， 
mee 是 cs 


(2) lima, = (p) lim inftao)， 
分 别称 Cp)lHma 和 (pylima, 为 (2) 的 上 极限 和 下 极限 . 
定理 2.4.3 设 tsJE4 2E5 (BR), 则 (plima 一 2 的 充 
分 必要 条 件 是 (pylima, 一 (pylima, 一 
证 明 设 (p)lima. 一 &. 则 对 于 任意 e>0, 存 在 正 整数 N, 当 > 
> 时 


aase 


+ 
了 


79， . 


立 一 £ 扣 册 礼 4 十 85 
从 而 ,对 于 任何 正 整 数 宇 NN， 
A sup{a,} 之 十 &. 
因为 {sup {4.1} 关 于 名 是 单调 减少 量 有 下 界 4a 一 的 模糊 数 序列 ， 
所 以 


a — € < (0) lme, = Cp) lim supfe a 十 8 
而 e>o 是 任意 的 ,这 证 明了 - 
Cp) [inau = &. 
同 理 可 证 和 
Co) lima, 一 和 
即 
Cp) Lm ~ Cp) tmae 二 太 . 
反之， 设 (p)lima, 一 《o)lim2. 一 们 则 对 十 年 意 给 定 的 e 盖 0 我 
们 总 能 找到 两 个 正 整 数 所 ,天 使 得 当 帮 下 时 


让 (sup {4,.) ,4) 所 Te, 
a 2 


友 当 计时 
2 nf (ds) < De 
取 下 二 max tki:) ;当下 之 KK 时 ,我们 有 
2 inf{a.} ,sup{a,)) Se 


区 国 为 对 主任 何 的 正 整数 
inf {6) < GS sup {a,). 
所 以 ,当主 久 竺 


Plasin[{a,)) Se 
站 点 
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结果 , 当 A>K 时 ， 
P a0) EP arrinf{a,)) 十 Cinf {a,} ,4) 
十 Fe 一 二 &, 
也 就 是 说 


2( 分 别 地 ,《p)lim&, 一 2), 则 夺 在 {&.} 的 一 个 子 序 列 {&,} 使 得 
CT ~ a 
证 明 因为 (P)Hma. 一 2, 所 以 ,对 于 任意 给 定 s>0 存在 天 >> 
0, 与 下 之 KK 时 ,出 
Cp) lim a, 一 【5) ]im sup {4.) 


知 ， 


blsup{lal 2) < 
再 由 sup{a"} 的 定义 ,存在 74 之 由 使 得 

p (sup{a} 0,) < 5 
亿 而 我 们 得 到 {6.} 的 一 个 子 序列 {2,.3, 寺 有 当 > 必 时 


1 (ans) SP ans sup{as)) 十 Csup loa} na) 


点 一 ] 2， 


< 
~ 和 了 


一 £, 


Eli 


<。 吕 ] 。 


定 广 24.4 设 f 信 之 2 *CR), 则 {G6,} 称 为 基本 模糊 数 序 列 ， 
如 果 对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 一 个 正 整数 N, 使 得 当 n,m 守 和 N 
时 ,成 立 

P (CD) SE 

定理 2. 4.4 (Cauchy 收敛 原理 ) 设 {a4.} E47 , 则 {&.} 是 收 敦 
的 充分 必要 条 件 起 14,) 是 基本 模糊 数 序 列 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 我 们 只 需 证 明 充 分 性 . 事实 上 ,对 
于 任意 给 定 的 es>0, 令 六 = 就 十 1 , 则 当 之 六 时 


(assanil) EE. 


an Aanil 二 € 
十 是 
Gy «inf {oa} 委 stp{e) dwt 十 二 
从 而 | | 
ao- — eS (Plime, < Cp Tm a iy. te 
故 


1 (CP) limao Cp) lm &) SP (nts 一 sawil + &) E26. 
再 由 6 的 任意 性 ,我 们 得 到 
CP) Tm ce, 一 (0) lima, = 4 € Fr* (R). 


杠 洗 定理 2. 4. 3， 


(8) limg, 一 &. 
定 多 2.4.5 设 a 了 EF CR),a<5 ,我 们 定义 
(Gd) 一 {Ta TL LE F(RY). 
称 (2,2) 为 “个 模糊 数 的 开 区 间 . 


定 久 2.4.6 设 4 二 ?CR) ,st 是 模糊 数 的 开 区 问 构成 的 - 
- 82 。 : 


个 非 空 类 . 我 们 说 儿 履 盖 了 4 ,如 果 对 于 任何 SaE 4, 人 在 在 至 少 一 
个 开 区 同人 豆 E 人 e 使 得 &€E5. 

定 沉 2324.7 设 ACCP' CR),AE . 安 " CR) 如果 对 于 任意 给 
定 的 e>>0, (2 一 e.24 十 的 含有 无 穷 多 个 属于 A 的 模糊 数 , 则 称 4 为 
4 的 聚 点 . 

定理 2.4.5 & 是 有 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 4 中 有 -由 工 
不 相间 的 模糊 数 ,使 得 (p)limz. 一 如 

证 明 ” 先 证 必要 性 . 设 < 为 4 的 聚 点 . 由 聚 点 的 定 交 ,化 (a 
一 152 十 1) 中 有 无 穷 多 个 属于 4 的 模糊 数 ， 我们 在 其 中 取 “个 不 
等 于 2 的 模 精 数 , 记 为 2 考虑 开 区 间 | 2 一 立 ,5 十 读 ] ,因为 这 个 
区 间 中 也 包含 无 穷 多 个 属于 4 的 模糊 数 ,所 以 可 以 取 其 中 一 个 不 
等 于 & 又 不 等 于 名 的 模糊 数 , 记 为 &;,-… 般 地 ,如 果 扎 不 相同 ,不 
等 于 4 叉 届 于 44 的 模糊 数 & 4s.… ya 已 经 选 出 , 则 老 碟 开 区 问 


3 + | 中 的 属于 4 的 模糊 数 还 是 有 无 穷 多 个 ,所 以 
可 正 一 个 不 同 于 3.81,…,6. 的 模糊 数 , 记 为 5 .这样 一 炒 , 我 们 
就 得 到 了 个 属于 4 的 据 不 相同 的 模糊 数组 威 的 序列 信 .i , HH 


plasDeola— la+1lle? 
了 人 n nr “na. 


因此 
《P) limau 去 . 
再 证 充分 性 . 设 a,} 是 访 于 4 的 互 不 相同 的 模糊 数 所 构成 的 
序列 , 且 (p}lim&%. 二 如 则 对 于 任意 给 定 的 0, 存在 桓 整 数 入 ,使 


得 当 n 宇 N 时 ,Pi os. 从 而 

a — DE A, La Dt, 

即 a 属于 开 区 间 (4 26,a 二 26) .注意 下 人 标 a 衬 N 的 槛 糊 数 3. 是 
83。 


元 穷 多 的 ， 所 以 ,ae- 2ec 十 2s) 中 确实 包 合 4 中 无 穷 多 个 模糊 
数 ,因为 E20 的 在意 狂 , 折 以 是 A 的 这 点 . 

定 妈 2.48 设 4C27CR),abEA 及 4 所 5:4 称 为 人 时 闭 
区 间 , 记 为 [a， 1 ` 类 果 对 于 任何 :EA 有 以 下 性 质 .: 


定理 2.4.6 {有 溉 本 廊 定理 ) 设 [a,8]* CF" (二 R). 如 果 半 于 


企 柯 4ACTae,520' ,4 AEA* ,ar]* 起 有 界 集 ; 且 能 够 . 族 开 区 
问 sf 著 盖 , 册 . 定 存 帮 有 限 多 个 开 区 间 人 所 到 一 1,2, sn: 使 


得 "a.8] 能 够 被 “一 一 1 2} 折 履 盖 
证 明 假设 [4,5]' 不 能 被 ff 中 有 限 多 个 开 区 间 所 覆盖 , 则 


至 少 存在 一 个 他 - 闭 区 间 [ 52 或 [2 二 2， ;| 不 能 被 中 


的 有 限 多 个 开 区 间 所 覆 状 .不 火 一般 性 ,假设 [6,2 省 <] 不能 被 
< 中 的 有 限 多 个 开 区 间 所 覆盖 . 我 们 有 
p 1.2 二 = 到 Cab 


,所 以 双 少 存在 [2 二 全 1 或 [2 二 


bw 


不 能 被 < 中 的 有 限 多 个 并 区 问 所 覆盖 .不妨 设 | 名 ,入 古人 | 不 


Pe . rp 2 -而 ， 
能 被 中 的 有 限 多 个 开 殉 间 所 栈 闵 ， 令 2 一 各 ,5 一生 书信 
们 有 

tussbs) = ‘和 | 一 7 Pp learti) = i Pp tas). 


我 们 -一 直 进 行 下 去 :得 到 {[as:&8,]*} 卫 


(1) Ad BD ; 


(2) 5 
因此 ,我 们 上庄 定理 2.4.2 存在 唯 -能 一 个 模 精 数 CE -7 
一 1,2 ,按照 [& ;54 的 定义 ,2 不 能 被 始 二 有 限 客 个 并 甘 问 
所 著 盖 . 另 方 面 ;因为 cE€[a.68]' La 又 能 被 52 所 禾 盖 ， 
所 以 存在 OE 个 得 Ee. 产生 禾 捕 .从 而 说 明 六 :81' 能 被 经 
中 有 限 甸 个 开 区 间 记 闪 盖 . 

定理 2.4.7 (站点 原理 ) 设 4C [ae | 日 这 ,85 满足 定理 
2 46 的 茶 件 . 如 果 4 是 一 个 无 穷 集合 , 则 4 主 少 和 有 有 一 尝 点 

证 本 ”显然 . 

推论 2. 系 1 吉 果 伺 ,} 己 [a8 是 [a ,6]* 满 足 定 理 2.4.6 
的 茶 件 , 则 存在 “个 各 的 子 序 别 位 ,使 得 fc } 是 收 人 的. 

证 明 显然 - 

推论 2.4 2 设 {a,} 满 足 推论 2.4.1 的 和 条件, 如果， 二 站 
不 相同 的 模糊 数组 成 的 , 则 fa 收敛 的 充分 必要 条 件 是 4c. 由 有 
一 个 万 点 , 

证 明 由 定理 2.3.4., 定 理 2. 4.5 和 和 定理 2.4.7 推出 . 

定义 2.49 设 ig} 信 :让 *(R), 并 用 访 , 表 坟 此 中 前 2 项 之 
fl] : 


一 ~ 一 
一 Ya, = 


1 


如 果 Cp)lim, 存在 并 等 于 礼 E , 疡 "CR)，, 则 称 模 糊 级 数 


i 
和 


是 收 敏 的 ,而 称 做 模糊 级 数 的 和 ;如 果 模 糊 家 限 (5)limS. 不 在 
在 , 则 称 这 模糊 级 数 是 发 散 的 .3 称 为 模糊 级 数 的 第 次 部 分 
和 

命题 .4.2 模糊 级 数 》' 2. 收 化 的 必要 条 件 是 (5) limz 


一 0， 


证 明 用 3 表示 >6&, 的 部 分 和 ,如果 > 2. 是 收敛 的 , 即 
Cp) limS, 存在 ,用 号 表示 则 内 为 


eb 


p (ER 194_1) = 四 ML SS Sa | 3 号 日 地 1S7 1 | 
A Tl 1 轩 
V 1S — Sa1] 


1 
3 
一 是 让 ， De 加 3 


| . | 加 | 
5 > A, 一 ， A 
Vf | 四 | 
rl i 1 


一 LD) ALlas|,sup ia | ¥ la |] 
le [Oi 1 3 


a mn | 
| sm 
: SuP > a Ya 
A | | 一 5 < 


1 一 1 


一 ,LU A la, 一 用 ! :sup | — OY EE |] 
=—p (Ca,,0). 

所 以 ,由 定理 2. 3.9 
(0) lim p (da10) = (Pp) lim pb CH, ) 


=6 (s,s) 一 0. 
又 由 于 
P 20) = CP (2 070)， 
因此 ,对 于 任意 给 定 的 :>0, 存 在 正 整 数 N ,使 得 当 x 宇 时 
s BB. 


ass0) = PW Ca.0) .0) Oe. 


lima 一 一 0， 
定理 2. 4.8 (关于 模糊 级 数 的 Cauchy 收 化 原理 ) 设 (4 ;CC 
也 《(R), 对 于 任何 >0， {28 ci GE A” 则 模糊 级 数 > 收 钱 的 


充分 必要 条 和 舍 是 对 于 任意 给 定 的 e 之 0, 总 存在 正 整数 入. 使 得 "i 
宇和 时 ,不论 P 是 任何 正 莹 数 ,不 等 式 


和 
pf > a00)Ae 
二 二 nm 十 


证 明 此 定理 就 是 Cauehy 收 合 原 理 的 变 撒 .因为 只 要 令 
十 户 :就 有 


炎 一 下 十 1 
tp 
W | > a | 
上 -ri 
~ 
=—p{ > anr0| 
End 1 


注意 到 并 类 级 数 2% 收 合 就 是 (P) lim3, 存 在 , 即 知 此 定理 成 这， 
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命题 2.4.3 设 ia; 这 人 "(CR), 如 果 模 类 级 数 Wa. 证 收 全 
的 ,人 寿司 把 这 模糊 级 数 分 成 若 士 段 ,每 段 只 有 有 限 项 : 
dl 十 ii 十 Qn ye -1 十 * 十 人 好 


?Ha +1 二 十 Gy 


把 分 段 中 各 项 加 起 来 当 作 -项 .就 得 到 一 个 新 的 级 数 立志 ， 元 


则 模糊 级 数 DZ 也 是 收 笋 的 并 日 与 5, 有 相同 的 和 . 

证 明 ”显然 . 

命题 2. 4.4 ”在 一 个 模糊 级 数 中 任意 去 掉 或 增加 有 限 项 时 ， 
不 改变 其 仇 散 吐 . 

证 明 显然， 

命题 2.4.5 说 ia CC (RR) ,4 吕 T(R) ,如 梨 模 戎 级 数 
0a 与 > 5 都 是 收 化 的 , 则 了 1(& 十 5) 与 引入 ,也 都 是 收 全 
的 ,并 日 


(1) >， (as BC— Sa 4 Db,; 
nu 1 中】 


二 


第 二 部 今 


模糊 从 测度 与 模糊 全 积分 


第 3 章 ”模糊 值 测度 的 性 质 及 其 扩张 
3. 1 模糊 集合 的 可 加 类 


定居 3.1.1 设 广 ,六 EC, 淘 (XX), 我 们 定 六 它们 的 和 . 差 、 联 、 
并 、 交 分 别 为 : 
: (ADE) tr =min(l AC) t+B (tr)), (rE XY): 
: (ADOB} (I) =max to, 有 (Crz) 一 再 Cry7， (TER); 
: (CABBIE) max (0d, ACxr} Er)— 1), (ER 
: CAL BY(tr)— max(A(r), B(x)), (wxE XX); 
: (AN Bx) mintACr), Br)), (TEX). 

注 3.11 由 例 1.3.1 逢 , 放 与 站 的 和 就 是 当 8 槛 为 5 时 的 
过 与 吾 的 模 并 ;让 与 产能 联 就 是 当 了 模 为 了 .时 的 半 与 将 的 模 
交 ; 所 人 与 芭 的 并 就 是 5S 模 为 5, 时 的 让 与 芭 的 并 ;让 与 证 的 交 就 
是 荆 禹 为 Ti 时 的 训 与 癌 的 区 . 

注 3.1.2 ADAA,A&AZA. 

注 3.1.3 (本 中 83RCDOGCEBR CD)， 


关 间 强 肪 过 


注 3.14 A8BCANBCS CAJBCADE. 

注 3.4.5 如 果 站 , 启 E 2CX), 则 广 呈 六 = UA& 六 一 译 们 
五 ,本 加 让 一 全 六. 

命题 3.1.1 设计 ,BE.SCX), 刚 

(1) 在 一 和 加 村; 

(2) ALUB= (ADEYDS, 

(3) 下跌 再 一 (四 站) 


"0O]": 


(4) AODA' 二 四 

(5》 ABA'— i. 

证 明 

(1) 显然 . 

(C2) CADEY DI) =mintl, ADB) Cr 十 在 (Ce 
—min(tl,l1— {ADE C+ Be)) 
=mintil,l—mintl ,本 (zy 十 下 fr 

十 育 ( 姑 7) 
=~min(l ,maxCACr) .Br)) 
{AU}Ce). 

3) (CADD TI (ADE Ce) 

一 1 一 minfl,] -A{x)}+B(Y)) 
—maxtO, ACr) ~ BC)) 
~—{AOB) Cr). 

C4) CADAICI min (tl, AC +1 A SG]. 

(5 类 似 人 4 可 证 . 

命题 3.12 投 于 , 夺 多 (一 1 2 刚 


(ADLU AN) -UABA); 
(2) AD NN) = NN ABA); 


ay 


(3) Rs UA.) 一 J CA&A); 


A (Cr) mintl "A tsupAs lz)) 
=mintl ‘sup( 气 (2) {A C7)) 
一 sub Cmintl ACr) Tr 
sup(ADA,) tr) 


一 ( U CGI) Cy. 
(2),《3), (4) 利用 [0,1j] 基 无 穷 分 配 格 可 以 类 似 证 明 . 
命题 3. 1.3 设 记 ER) 二 1,2,.0 7;, 则 
(1) | ODE) (x) = min( 1， PA) 


(2) &A—( BR) 
证 明 
(1) 当 2 一 2 时 ,出 定义 3.1.1， 
(BF) Cr) = mintl, Rr) + Nem). 


假设 当 n 二 时 有 ( 外) ) (z) = min(1, 2) 生 (z)] ,我 们 证 明 当 * 
= 在 十 1 时 结论 成 立 ,事实 上 . 
(@2) Cx) 一 ! OX B A) (2) 


是 


=min{ 1,( OA) (z) 十 Kir (x)) 


一 min| Lmin(1, DH)) + Mr kr)) 


站 十 


一 min| 1, 2)A(7)), 
4 一 1 


所 以 ,由 数学 归纳 法 知 结论 对 于 任何 自然 数 成 立 ， 
(2) 同 理 可 证 . 
定 尽 3.1.2 设 { 训 性 多 (X) ,我 们 定义 它 的 和 为 


(国志 ) Cz) 一 lim( (@A) (zx) (rE XY). 


( 入 元 ) x) = lim!' & A 《 工 ) . 《 工 和 所 反 )》. 


+ 3." 


命题 3.1.4 设 {8,1 忆 《XY), 则 
) :四 元) Cx) = min{ 1, DR), (x EE 六), 
(2) 芭 记 一 ( 国 下 ) 
证 明 由 命题 3. 1. 3 立 得 . 
推论 3.11 设 {4.) 记 入 (X), 划 


(1) | 久生) Cr) = max| o,1 一 yA) > 


i=1 
(2) 1 & A ) (zx) = maxl 0,1— DR) 


证 明 由 命题 3.1.3 和 3.1.4 可 证 . 

定义 13 设 {( 和 CZ (X)， 

GD 我 们 称 ,及 ,，… ,所 ,是 没有 公共 点 的 ,如 果 名 A 一 2， 

(2) 我 们 称 (入) 是 没有 公共 点 的 ,如果 名 一 2 

注 3.1.6 如 果 志 ,EBPCK), 则 丰 与 冲 没 有 公共 点 的 充 要 
条 件 是 2M 一 儿 . 如 果 访 ,各 是 一 般 寞 糊 集合 ,XN 一 人 3 时 ,与 
语 一 定 没有 公共 点 ,但 反之 不 - - 定 成 立 ,例如 , 设 科 = {1,2,3)， 


(zy 一 1ACz 一 1 B(r)=37 AEB) (=maxtd ACr) 


Bcx) 一 1) 一 0, 即 BB ,但 AN BD Cr) =min| 
0. 即 2mB2. 
命题 3.1.5 设 {4,}CCFZ(X), 则 


1 | 
Tz Tz| 雪 


(1) 有 As 没有 公共 点 的 充 要 条 件 是 A(z) 芭 


- 1; 特别 地 ,元 与 4; 没有 公共 点 的 充 要 杀 件 是 (4 ON, J{x) 一 
下 人 z) 十 A 7); 
。 94 。 


(2) (到,) 没有 公共 点 的 充 要 条 件 是 > 元 (z) 之 1 

证 明 出 命题 3. 1. 3 及 推论 3. 1. 1 可 证 . 

定 尖 所 4 设 {4,}C (CX). 

(ID 区 … 被 称 为 不 交 的 ,如 果 对 于 81.2 on 1， 


成 江 [ a ) 名 一 后 日 
C2) 1 {A } 被 称 为 不 交 序 列 , 如 果 对 于 任何 na22 ,六 ;站 
是 不 交 的 ， 
命题 3.1.6 设 1 本 1)} 伺 , 灾 (和 X) ,出 
1) 可 ,A , 是 不 交 的 充 要 条 件 是 
> (Xx) 直 (x € KX); 
(2) ; 元) 是 不 交 序 列 的 充 要 条 件 是 
YA) El (rE€X): 
(3) 如 果 本 ,本 ,入 ,是 不 交 的 , 则 对 于 在 何 1 坊 i(1) 过 2(2) 
< 有 0 是 不 交 的 ; 
《4) 不 交 模 精 集 合 序列 的 任何 子 序列 也 是 不 变 的 模糊 集合 序 
列 . 
证 角 ”因为 (3) C4) 可 以 从 (1) C2) 简单 推出 ,所 以 我 们 仅 证 明 
《1 和 (2)》， 


人 1) 当 # 一 2 时 ,由 命题 3.1.5(017 知 结论 成 立 , 现 在 假设 当 > 
世 m 时 结论 成 立 , 目 二 ,和 ,和 是 不 交 的 , 则 


(@2) BA ) Cx) = maxl 0， 4 (¥ x €E X), 


即 ， VA) 一 1 所 0. 反之 ,如 果 呈 下 Co 所 1, 则 六 元 (z) = 
即 让 , 广 ;,… ,名 是 不 交 的 . 因此 
站 og5 四 


| 


({ OA) BA 1) C7) 一 max( 0, PIA) — 1)= 0, 
这 就 意味 着 A ;了 是 不 交 的 . 
(2) 由 C7 和 5 横 S- 的 连续 性 可 以 证 明 . 
推论 3.1.2 设 {A 性 .CX), 出 
《1) 商 ， ,次 。， 访 ， 是 不 交 的 充 要 条 件 是 
} (zx) 一 Das) (x € X), 
(2) 1A } 是 不 交 的 模糊 集合 序列 的 充 要 条 件 是 
(@%) (z) 一 > (zx) (xz EE XY. 


证 明 由 命题 3. 1. 6 的 (和 (C2) 推出 . 

定 沁 3.1.5 模糊 集合 站 的 有 限 ( 分 别 地 ,无 限 ) 模 糊 划 分 是 
人 性 何不 交 模 糊 集 合 的 任何 有 限 ( 分 别 地 ,可 数 ) 类 且 它 们 的 和 等 于 
广 . 


由 推论 3. 1.2 可 知 ,不 交 模 类 集合 类 {23,} 是 模糊 集合 4 的 一 
个 划分 的 充 要 条 件 是 
DA A rEX). 
在 讨论 积分 时 将 使 用 下 面 的 结果 . 
命题 3.1.7 设 站 牛 多 (KE) 如果 语 ,4 是 次 的 一 个 
有 限 模 精 划 分 ,B== { 瓦 ,本 ，… ,Birw: 是 于 的 -- 个 有 限 模糊 划分 


(=1,2,… sn), 则 B 一 U B; 是 4 的 一 个 有 限 模糊 划分 . 


证 明 显然 仿 名 ,一 钰 A 二 A 下面 我 们 证 明 {B45, 记 ,，… 
Bra, :Ba » Bos 人 » Bisy sy Be } 是 不 变 的 . 事实 上 3 如 果 对 于 和 任 
何 1 所 kn ,我 们 有 


上 i 


(HD DE.,) & 1 一 ( 多 B&B 


i=1 j= 


* OB * 


直 is en 
全 (DA EA 一 人 好， 
上 下 
i 、 
{ {DE Bb sl 外 B14) B&B) Cr) 
=(( (OA (BB) ] 下 下， tl } cr) 
max| 0 ,2 并 定 ) 十 DB 中 全 
i=] 
十 项，eriCz) 一 | 
十】 
<max|0， RE 一 1) 一 0， 
一 ] 
则 结论 成 立 . 


命题 3.1.8 设 廊 ,EFC(X),H. 元 门 站 如 果 次 A 
是 冰 的 一 个 模糊 划分 , 则 如 下 定义 的 六 ,站 ,BB 是 训 的 一 个 有 
限 模糊 划分 : 


BCr)= A EET) = max {i; An < Bez)! 


(I) 


Br) 一 Zr) 


TIN 


扫 一 ry 
其 中 当 Aitr) Br ir) = 0. 
证 明 因为 
3 I 1 
DB) = B+ 2D) BC) 
j=1 i=1 j=i{tI}+1 
FY i 
#7 BT} 一 DA,tx) 
一 和 和 (7) 十 ; 2 RC 
7 一 ] f= * 


" OF: 


一 站 (zx) ， 

所 以 号 ,BB ,… ,BB 是 不 交 的 旦 是 六 的 一 个 模糊 分 划 ， 

定 光 3.16 没 儿 C2 (CX) ,我 们 称 当 是 一 可 加 类 ,如 果 满 
是 下 列 条 忻 .: 

(1) XEW:; 

(2) 如 果 访 ,BE 客 , 则 ADB,AOQBE%g. 

命题 3.1.9 设 宅 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 , 则 

(1) SEG; 

(2) 如果 站 和 次 , 则 A'E 客 ， 

(3) 如 果 广 ,EG, 风 AUB,ANEB 和 A&BE%. 

证 明 显然. 

定 关 3.1.7 设 委 性 祈 ( 氏 ), 我 们 称 客 基 一 个 o- 可 圳 类 ,如 
果 满 足下 列 条 性 ，: 

(1) 区 企管 

(2) 如 果 广 ,六 E 咯 , 则 AOBE 突 ， 

C3) 如 果 { 互 ) 忆 多, 则 四 .EB. 

注 3.17 如 果 和 客 入 名 (了 ) 是 一 o- 可 加 类 , 刚 浴 是 一 个 ao- 代 


命题 3.1.10 设 安 是 一 模糊 集合 的 o- 可 加 类 , 则 

(1) 只 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 ; 

(2) 如 果 { 广 .} 守 名 , 则 下 元 矢 作 . 

证 明 显然. 

定理 3.1.1 设 宝 是 任意 一 个 模 糯 集 合 类 ,由 存在 唯一 的 最 
小 模糊 集合 的 可 加 类 客 .( 分 别 地 ,oe- 可 加 类 等 ,) ,使 得 客 扎 嘻 .( 分 
别 地 , 客 性 客 ,), 称 沦 ,{ 分 别 地 , 客 ,} 是 由 宪 生 成 的 可 加 类 (分 别 
地 :=- 可 如 类 )， 

证 明 ”我 们 仅 证 明 可 吉 类 的 情况 ;纪实 二 ,CX) 是 一 个 可 加 
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类 ,日 备 己 .多 (全 ). 因此 
A ,!' 是 可 加 类 } 一 0. 

令 富 站 全 .下 面 我 们 证 明 罕 。 就 是 包含 客 的 最 小 模糊 集合 
的 可 加 类 . 显然 多 入 名,, 妨 E 格 .. 如果 让 , 襄 E 客 ,, 则 对 于 任何 六 
EH 有 ABEY', 因 为 次 ' 是 可 加 类 ,所 以 ,A 外 BEW' ,A E 
,从 而 A 四 BBE,AOBE,, 即 宅 ' 是 -个 可 加 类 . 又 根据 .过 
各 鹤 。 的 定义 , 客 . 是 包含 客 的 最 小 可 加 类 . 

推论 3.1.3 吉 , 一 (名 ,),， 

证 明 因为 次 ,一 等 ,所 以 才 DF ,从 而 把 , 忆 CB,),, 上 反之 ,由 
于 客 忆 客 . ,所 以 多 CCB),. 

定理 3.1.2 设 名 ,C(OK), 久 二 入 U1}, 则 老 。 由 下 列 形 
式 的 模糊 集合 的 有 眼 和 的 全 体 以 及 它们 的 补 组 成 ， 


C -DALE, 或 5 =@ (A,@E,) (下 所 N), 
J 一 1 j= 


(3,1) 
其 中 对 于 任何 指标 /和 或 第 在 汐 中 和 可 或 天 在 安 中 . 

证 明 令 客 | 是 (3.1) 所 描述 的 模糊 集合 和 它们 的 有 限 和 以 
及 它们 的 补 构 成 的 类 . 显然 字 , 筷 汰 下面 只 要 证 明 富 , 是 一 个 模 
糊 集 合 的 可 加 类 即 可 , 显然 下 二 苹 狼 玉 EE 各 ,如果 健 E 客 |,，. 定 有 
GE ,事实 上 ,如 果 企 是 类 似 于 C3.1) 中 访 , 则 由 和 与 联 的 对 个 
性 ,上 F 及 的 形式 ,如 果 避 有 已 的 形式 , 则 芯 有 请 的 形式 .从 而 
一 定 有 信和 后 窑 ,， 如 果 G, :GC , 则 由 ER 对 于 有 限 和 封闭 所 以 
全 四 半生 过 再 由 各 提 全 一 [着 四 G] ,从 而 可 白人 6 儿 1. 故 符 ， 
是 一 个 模糊 集合 的 可 加 类 ， 

定义 3.1.8 设 . 和 是 包含 生 和 好 的 模糊 集 类 . 

《1 称 . 开 是 堪 (分 别 地 , 右 ) 单 调 的 ,如 果 它 关于 单调 减 ( 分 
别 地 ,单调 增 ) 的 模糊 集合 列 的 交 ( 分 别 地 ,并 ) 封 闭 ; 

(2) 称 -是 单调 的 ,如 有 果 它 既是 左 单调 的 ,又 是 右 单调 的 . 

日 a9 站 


定理 3.1.3 

《1) 设 是 机 糊 集 合 的 可 加 类 ,如 果 它 是 右 单调 的 , 则 它 是 
5 Hj 加 类 ， 

(2) 加 果 是 模糊 集合 的 o- 可 加 类 , 则 是 单调 的 . 

证 明 

Q) 只 要 我 们 证 明 客 中 任何 阁 列 的 和 仍 在 符 中 即 可 . 设 
(有 <, 则 令 


站 = 于 一 1,2。--， 
则 { 总 ;是 单调 增 的 模糊 集合 许 列 ,并 且 由 客 是 可 加 类 知 ,!{ 瑟 .| 一 
宅 , 从 而 由 是 右 单调 的 ,我 们 有 
@7. = lim 由 区 ~ limB. 一 UB, = 
{2》 我们 只 要 证 明 客 是 右 单 调 的 即 可 , 设 {4,} 是 只 中 模糊 
集合 的 单调 增 序列 , 记 廊 ,= 二 名 , 则 序列 {B,} 二 iA 全 1}CE, 并 
且 入 = 多 Bn 一 1,2,… 因此 ， 
UA, = limA, = lim 由 二 全 总 € 适 ， 
即 客 是 右 单调 的 . 
推论 3.1.4 如 果 吃 是 一 个 模糊 集合 的 可 加 类 , 则 下 列 陈述 
等 价 : 
(1 安 是 oo- 可 加 类 ， 
t2) 守 是 单 请 的 ， 
证 明 ”由 定理 3.1.38 立 得 . 
推论 3.1.5 如 果 密 是 一 个 模糊 集合 的 天 可 加 类 , 刚 客 对 其 
元 素 的 至 多 可 麟 并 和 可 列 交 幸 闭 . 
证 明 设 {A,}C 窗 , 令 
让 = UA nO 二 lr2*-, 
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则 { 评 .} 是 一 个 鹤 中 的 单调 增 的 序列 ,再 由 推论 3. 1. 4. 我 们 有 
UZ, = UB,= limB,€ %. 
又 由 于 介入 一 ( U 第) 所 以 , 间 .E 
.定理 3.1.4 设 宇 是 任意 一 个 模糊 集合 类 , 则 存在 唯一 的 最 
小 单调 业 宪 % ,使 得 安 CB x. 称 才 .4x 为 由 富生 成 的 单调 类 ， 
证 明 类似 于 定理 3. 1, 1 可 证 . 
定理 3.1.5 设 吕 是 模 顶 集合 的 可 加 类 , 则 
Bp = 

证 明 因为 呈 , 是 包含 宪 的 o- 可 加 类 ,由 推 沦 3.1.4 它 是 单 
调 类 ,但 写 % 是 包含 鹤 的 最 小 单调 类 ,所 以 鹤 . “二 安 , 

王 面 我 们 只 要 证 明 客 = 是 一 个 可 加 类 . 也 就 是 要 证 明 , 对 于 
任何 站, 天 皇 全 v 站 四 新 ,站 后 挛 拓 客 < 事实 上 ,对 于 任何 亏 挟 
多 (X) 我们 记 

CD) 一 {BB EE HADE,AOE,L ONY 忆 于 x}. 
设 { 豆 } 是 -党 < 人) 中 的 任 一 单调 序列 ,因为 2 中 DPB, 2 ,B.A 
均 属 于 鹤 “, 且 也 是 单调 的 序列 ,由 命题 3.1, 1 机 俞 题 3. 1.2, 我 
们 有 


站 十 lim$, =lim (HPDE)ECB,; 
AOlimB, =lim(AQB) € wr; 
limB, O A=lim(B, QA Ey,, 
所 以 im 总 E.2 (证 ) 即 2 (4 ) 是 一 个 单调 类 . 
特别 , 取 讽 一 让 所 客 时 ,显然 容 区 .党 (次 ) 所 和 宕 ,又 医 为 
2 (下 ) 是 包 合 客 的 单调 类 ,从 而 安 xC.% (六 ), 因 此、 
Bg = HEY. 
一 (EE) 表 示 : 当 EE 时 ,对 于 任何 六 E 当 4% 总 有 站 
FES a FOFES, MFOFEECSG.. TZ 一 个 可 加 类 . 
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对 于 任何 记 E 宫 ,根据 上 述 证 明 , 当 FE 时 ,让 ,EOF， 
祷 品 玉 均 属 半 本 4x; 从 而 儿 CYCE)YC@.x. 再 由 .党 ( 祈 ) 是 单调 
类 ,所 以 .5 (站 ) 一 客 w 即 等 是 可 加 燃 . 

推论 3.1.6 设 .- 妈 , 坎 基 两 个 模糊 集合 类 ,如 果 -和 蚌 单 证 
类 , 安 是 可 加 类 . 并 且 .有 WY 卫 客 , 则 - 丈 安 . 

证 明 由 定理 3.1. 5 可 以 立 得 . 

定理 3.1.6 设 帘 己 .多 5) ， 则 罕 , 是 由 鹤 。 中 的 元 素 的 可 数 
痰 的 所 有 可 数 并 以 及 可 数 交 的 可 数 并 的 补 集 所 构成 . 

证 明 设 . 克 是 沦 , 中 的 元 内 的 可 数 交 的 可 数 并 以 及 它们 的 
补 的 全 体 构 成 的 模糊 集合 类 . 由 富 , 的 定义 命题 3. 1. 1 知 才 : 己 . 用 
扎 咯 .. 下面 我 们 只 要 证 明 . 乏 是 一 模糊 集合 的 c- 可 加 类 即 可 , 事 


实 上 上 , 设 赴 , 站 和 .和 ,风机 一 UU 高 ， -UB, ,寺中 记 一 Na ,站 ,一 


DB Zar Br EG, 3 一 1, 2 一 1,2,… ,由 命题 3. ]. 2 ,我 
们 有 


1 


和 


| 
1c i 
Tc: iC 
全 一- 
四 : 
站 
虹 ， 
3 
去、 
, 
I 
[ne 
ry 
痢 


因为 字 。 是 一 个 可 加 类 , 记 
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由 .和 的 定义 知 , 放 四 疡 各 . 玫 , 又 因为 .对 于 补 封 闭 , 所 以 记忆 六 
一 (在 四 有 E. 有 .从 而 .和 是 一 个 可 加 类 . 为 了 证 明 . 达 是 右 单 育 
类 ,我 们 考虑 单调 增 的 序列 5,= USm, 其 中 Sx= 们 Tw, 且 Tw€ 
2+ ， 则 我 们 有 


-UU NT ed. 
再 使 用 推论 3.1.4,-% 是 一 个 包含 寥 的 ec 可 加 类 ,这样 - 史 一 党 


3.2 模糊 值 测 度 的 定义 及 其 性 质 


定义 3.2.1 设 是 任意 一 个 模糊 集合 类 ,px : 省 一 部" (R) 
称 为 可 加 的 ,如 果 对 于 任意 的 2,BE 儿 , ADBEw, 且 A&B= 2， 
有 


ABE) = A) 十 ph), 
称 4 是 单调 的 ,如 果 对 于 任意 的 站 ,BE 客 , 有 CB 有 
(A) SE ptB); 
称 & 是 o- 可 加 的 ,如 果 对 于 客 中 任意 不 交 列 人 
有 


Us 


A DA) Dna). 


严 一 ] 


命题 3.2.1 设 疡 是 可 加 的 ,名 EE 安 , 如 果 存 在 广 E 当 合 得 
(有 A) 隆史 , 则 pC2) 一 0. 
证 明 因为 A 四 名 一 A&C 一 名 ,所 以 ,由 的 可 加 性 
H(A) = lA) 十 (LI), 
再 由 定理 2.1.8 
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下 


A = 0O. 
命题 3.2.2 设 宅 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 ,gp 是 可 加 的 , 则 对 
于 任何 的 立 , 朝 筷 客 ,有 
ACA) 十 pAB) = ptAU B+ pA NE, 
进步 地 .如果 误 , 语 ,CE 客 , 我 们 有 
HA + AB) 十 uO) 十 aAANBNE) 
~xAUBUO tANEB+AANG + BN EY. 
证 明 
《1) 因为 = (AOBIDBOANBD, AODEANB)=o 
AUB=(AOBDE,AOBSEE= . 
所 以 ,由 的 可 加 性 
A) = pCAOB) + pA NB), 
HAAUB)= AOD + cB), 


A) 十 AAB) 一 AU B+ AN BE. 
《2) 由 C1} 可 证 . 
命题 3.2.3 设 安 是 一 模糊 集合 的 可 如 类 ,如 果 存 在 二 筷 客 


使 得 w( 和 天 o, 则 产 是 可 加 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 站 ,天 所 
刍 , 有 
HE) + pF) = plE BF + plReF). 
证 明 因为 六 =[B (A&B)]OD 088B),[BOCASE)]®. 
(ABH) = , 
ADE=ADEO CAE AGEQ Ci 有) = g, 
所 以 ,由 产 的 可 加 性 ,有 
ACB) = p(B OO AGB 十 pALB), 
FADE) = pA) + p(B OO CALB)), 
故 
A} 十 玉兰) 一 nCAD BEB) 十 nALB), 
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反之 ;由 命题 3. 2. 1 立 得 . 
推论 3.2.1 设 富 是 -… 模 糊 集 合 的 可 加 类 ,如 果 是 可 加 
的 , 则 对 于 任何 训 ,BE 当 ,有 
(ADB + A = AAU B+ A NE). 
等 别 地 , 当 A 六 一 Z 时 ， 
A(ADE) = nA UB). 
证 明 显然 
命题 3.2.4 设 鹤 是 一 模糊 集合 的 可 如 类 ,如 果 是 可 如 
的 , 刘 对 于 任何 六 ,FE 且 守 CC 了 ,有 
EF) 一 plE) 十 pF OE). 
证 明 因为 六 = 中 (FOR) ,E&FOE) 二 儿 , 我 们 由 yy 的 可 
加 性 立 得 ， 
推论 3.2.2 设 安 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 ,如 果 pz 是 可 加 的 
且 对 于 任何 让 E 安 ,gx(A) 守 0, 则 gz 是 单调 的 . 1 
证 明 显然 . 
定义 3.2.2 设 安 是 一 模糊 集合 的 类 ,pp: 客 一 . (及 ) , 称 关 
在 色 上 是 下 连续 的 ,如 果 对 于 任何 { 克 ) 坊 安 , 工 志 让 C, 且 
UA 一 AE ,有 (Pjlimx( 存 ) 存 在 ,及 
(0) limp( td,) = AA) 

称 g 在 宅 上 上 是 上 连续 移 , 如 果 对 于 任何 {所} 忆 才 ,所以 必 …, 且 
存在 m 使 得 CZ ) 关 5 及 门 分 ,一 AE, 有 (CP)limp(2A,) 存 在 ,及 
CF) limp A,) = plA). 

定理 3.2.1 设 宪 是 一 模糊 集合 的 5- 可 加 类 , 则 j 是 o- 可 加 
的 充 要 条 件 是 x 在 宅 上 是 下 连续 的 及 可 加 的 . 

证 明 设 上 是 so- 可 加 的 , {A}CC, 且 克己 加 人 广 … 记 高, 一 
ZB 一 读 ,n 二 112,… ,我 们 可 以 证 明 


1 
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机 BB,n — 1， Zr, 
且 { 六 ,}CCF 是 一 列 不 交 的 模糊 集合 , 进 一 步 地 ， 
D 四 -@, OO A 1). 


C3 
Ml 
| 
1: 
人 


所 以 


一 (p) lim 2 4B,) 
一 CD limx( @B,) 
=(p) limyek A,). 
反之 ,证 14,} 是 各 中 的 不 交 到 , Ml 忆 一 四 NE%F, 且 B,CEC..: 9 
进一步 地 , 
UB. = 申 元 . 
所 以 
A( OA (U B.) 
一 (5) limpt{ B,) 
=(B) limpxl 外 元) 
= {Pp} lim > pA.) 
= > nCA.). 
定义 3.2.3 设 安 是 任意 一 个 模糊 集合 类 ,Ar : 百色 (CR)， 
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如 困 上 满足 下 列 条 件 ; 

(1) 如 果 久 EE 窑 ,( 久 一 0 

(2) pp 是 可 加 的 ; 

(3) px 在 宪 上 是 下 连续 的 , 
则 称 & 起 宅 上 的 模糊 值 测度 ， 

命题 3.2.5 设 旬 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 ,x 是 可 加 的 及 对 
于 任何 站 E 客 ,x(A) 守 0; 如 果 { 人 1 mv, 放 ) 亡 党 ,次 焉 客 , 且 天 c- 


BE., 则 


AE) < DE) 
进一步 地 ,如 打 /是 如 上 的 模糊 值 测度 ,{E,} CC, 目 ECDE,€ 
全 ， 则 


AE) & DnB.). 
nil 


证 明 因为 六 CE, 所 以 ,由 推论 3. 2. 2 知 

AAE) < p( DE). 

我 们 令 加 
全 = EG= EQ (Et BE,) + i 2,3,° on, 
则 (多 ,G6 CT, 且 它们 是 不 交 的 和 
GCE, f= 1,2,",n. 
以 及 
BE ~. 

从 而 ,由 的 可 加 性 及 单调 性 

LE) pl OE,) 
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站 


< Puck). 

命题 3.2.6 设 4 是 模糊 集合 可 加 类 雪上 的 模糊 值 测度 ， 
{ 蕊 } 是 名 中 不 交 的 有 限 或 可 列 类 ,并 且 四 蕊 < ,及 四 ECEE 
才 , 则 

PE) < plE). 

证 明 显然. 

定理 3.2.2 设 鹤 是 模糊 集合 的 可 加 类 ,* 是 笃 上 的 模糊 值 
测度 ,py() 一 {px(4);AEZ}EA', 则 是 上 连续 的 . 

证 明 设 { 和 1}CZ 及 以 介 A,E 安 , 且 存 在 wo 使 得 (2,》 
关 56. 则 对 于 任何 ao 由 产 的 单调 性 ,有 

0 pA pl), 


又 因为 入 ,日 N77, 昌 ( 门 A ) ,所 以 ,由 定理 3.2.1 和 定理 
2.4.1, 我 们 有 
PCA = lm 加 不 ) 轩 所 ) 


一 (0 lm, 个 全) + CP) im ) 
一 上 A, 下 上 十 《5 lim pC A, 了 > 
从 而 
uA) 十 (NA) A A, O(N A)) 
+ CP limp( HA + pl NN A) 
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一 AKC) 十 《0 limAcAs)， 
这 样 
(BD) imp = p{ NN) 
定理 3.2.3 设 是 定义 在 模糊 集合 可 加 类 丰 上 的 非 负 横 
糊 值 模糊 集 函 数 ,p( 安 ) 一 {x( 豆 ) 关 9;E 安 }E A4' ,如 此 是 可 
加 的 及 堆 上 连续 的 , 则 吕 是 鹤 上 的 “个 模糊 值 测度 . 
证 明 设 和 HE,n=1,2,…,HAUAEG, 则 ! 
是 单 减 序列 ,是 - 


CC 


和 OA, 


(UO RNG. 
这 样 ,由 命题 3. 2. 1 和 定理 2. 4. 1, 我 们 有 
A UA) -AUAIO NIDA.) 


= lime( (UAIO NA) + (B) limpl%,) 
=0 + (2) limpCA,) 
一 《0) limnl a,). 
则 是 下 连续 的 . 
命题 3.2.7 设 w 是 模糊 集合 可 加 类 和 鹤 上 的 模糊 值 测度 , 巨 ， 
六 和 劣 , 用 下 一 六 表 示 站 入 关 ?一 0, 则 关系 “一 ”具有 上 自 反 性 .对称 
性 和 推移 性 . 如 果 下 一 产 , 刚 jg( 六 ) 一 A 京 ) 一 (se 产 ) ,其 中 天 六 灾 
(FOF IOFOFELE)). 
证 明 (1》 由 “~” 的 定 凡 可 知 它 具有 自 反 性 .对称 性 . 下 面 我 
们 证 明 推 物性 . 素 实 上 上 上, 设计, 启 , 忆 GE 客 , 朋 访 一 六 ,六 一 在, 则 由 
EAG CC (EA 四 (FAO), 
及 上 的 次 可 加 性 可 知 
正六 让) SC AEAF) 十 uFAGO) 
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再 由 天 一 到 ,天 一 已 ,我 们 有 


HEAG) 一 
即 让 ~ 在 ， 
(2) 由 于 计 一 (OO(ESQFINOESF)IA EQSLF)S FSF 
是 不 交 的 , 则 由 产 的 可 加 性 ， 
站) = (站 加 (EERE)) + (ELBE). 
再 由 产 一 站 , 即 p(BEOCRSFNNDEOFLEY)) =0 向 
AE) 一 pFEEF). 
同 理 
uF) 一 p(ERF). 
命题 3.2.8 设 “是 模糊 集合 可 加 类 过 上 的 模糊 值 测度 , 令 
a 一 gCEAF), 则 是 室 上 的 一 个 模糊 值 所 度量 , 即 <( 世 ， 
F200,dFE,F)—aA(F,F), 和 和 ad}. 如果 
Ei~E,,F~F,, MalE,F,)=d(E,,F,). 
证 明 (1) 由 & 的 定 疼 ,显然 有 
dFE,F) SORAFE,F) 一 dF,F),F,Fe . 
下 面 证 明 4 满足 三 角 不 等 式 ,事实 上 ,因为 
EAG CC (EAF) OD (FAG) 
及 上 的 次 可 加 性 ,我 们 有 
dE,G) =—p(EAC) 
pCEAF) + pFAG) 
dE,F) + dF ,0G). 
(2) 因为 六 ,一 读 。 ;FF :所 以 
dB Es) 一 plE NE,) = 0, 
dF FD) = pF AF,) = 0. 
从 而 ,由 立 的 三 角 不 等 式 , 我 们 有 
dE ,FF ) 
=dF ,FD) 十 dE ,ER,) 十 dak ,F,) 
“。 110 。 


AEs Ey + dE ,F,) 
aE,,F,). 
同 理 
A(Bs, Fs) 2 dE, ,EF,), 
定义 3.2.4 设 / 是 模糊 集合 可 加 类 多 上 的 模糊 值 模糊 集 
函数 ,如 果 对 于 任何 写 中 的 不 交 序列 {B,} 有 Climx(E,) 一 0, 则 
称 4 是 穷 举 的 ， 
命题 3.2. 9 设 “是 定义 在 模糊 集合 可 加 类 色 上 的 模糊 慎 


测度 ,pr 多) 一 {K 疝 ) 天 所 ;有 E 多 Ed, 则 关 是 穷 举 的 . 
证 了 明 ” 设 { 下 是 客 中 任意 -个 不 变 序 列 , 刚 


BENN BE- YZ. 
由 定理 3. 2.2， 
《5) limp( 多 一 
再 由 
HAE,) < pl ODE,) ， 
我 们 有 


《6) lim p(B,) 一 0. 
定理 3.2.4 设 关 是 寞 糊 集 合 可 加 类 多 上 的 模糊 值 测度 ， 
A 一 {p(A);AEG}IEA' 如果 { 总 ) 是 震中 的 一 个 序列 ,并 且 
NE 七 ,nn 一 1:2,… ,日 lim inf 交 ， — U NE, 入 E， 
则 
Af lim infE,) < Cplim inf pC, ), 


类 似 地 ;加 村 
UE. 蕊 淘 ,n 二 1,2,-… ,有 lim supE,. 一 UE EE 者， 
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并 且 至 少 存 在 no 使 得 x{ 咒 区 1 夭 乞 , 则 


Al lim supE,) > CA)lim supplE.) . 
证 明 因为 {站 世 ) 是 多 中 的 单 增 序列 ,由 产 的 下 连续 性 ,我 
们 有 
pl lim infE.) = (2) limp( NE,). 
再 由 A 的 单调 性 ,对 于 任何 ;一 az 十 1，…， 
p( ME) < pCK). 
斯 以 
pl 站 站) < infp(E,). 
， 0 i 
CD limp( NE) < Blim intyE,). 
类 似 可 以 证 明 
ALlim supE,) > (6) lim supp(E:) 
推论 3.2.3 设 4 是 模糊 集合 可 加 类 名 上 土 的 模糊 值 测度 ， 
A = {ADPAE FIEA' ,加 晶 {EF,} 是 名 中 的 一 个 序列 ， 
并 且 lim 彤 ,E %, 则 
A limE,) > CP) limp(B,). 
证 明 由 定理 3. 2.4 和 定理 2.4.3 立 得 . 
推论 3.2.4 设 4 是 模糊 集合 可 加 类 客 上 的 模糊 值 测度 ， 
B= {pAEGIEA' ,如 果 { 芒 ) 是 安 中 的 一 个 序列 ， 
并 且 
UE, € Bn = 1,2,. ,有 lim supE, -Nn UE, < 安 ， 
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以 及 存在 nm。 使 得 /p(B,) 关 学 , 则 
l rl lim supE,) ~ 0, 
证 明 ”因为 对 于 任何 w， 
lim sup 多 CUE, 
因此 ,由 上 的 单调 性 及 次 可 加 性 , 即 得 


Allim supE,) < p( UE) < Duk). 


又 因为 DE) 关 所 ,所 以 
ptlim supE,) < 6) lim DnBi) 一 0 
再 由 的 非 负 性 
pl lim supE.) = 0, 
定理 3.2.5 设 疡 是 模糊 集合 可 加 类 多 上 的 模糊 值 测度 , 我 
们 定义 
ECA) = CCADT pA) = CuOCAND AE FAE (0,1]. 
则 j,i 4E€ 00,1j 都 是 模糊 集 可 加 类 宅 上 的 广义 实 值 测度 . 反 
之 ;如 果 J ,px 4E (0,1j 都 是 模糊 集合 可 加 类 客 上 的 广义 实 值 
测度 , 且 对 于 尾 何 部 E 宪 及 ,过 有 
Cpa cA, pi CA)] C Len Ay, pt (A)], 
和 对 于 AE€ (0,1] 点 ,同一 致 下 连续 , 则 我 们 如 下 定义 的 模糊 集 
- 合 可 加 类 多 上 的 模糊 值 模糊 集 函 数 上 是 一 个 模糊 值 测度 . 
PA) 一 HU A CD, pt AD], AEB. 
证 明 由 于 是 多 上 的 模糊 值 测度 ,根据 定义 3.2.23、 定 义 
2. 1.6 利 定理 2. 3.2, 对 于 任何 AE (0,1],p7 ,pd 都 是 模糊 集 可 加 
类 安 上 的 实 值 测度 
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反之 ;由 产 的 定义 可 知 , 对 于 任何 EZ ,NCA)E 多 :CR)， 
(1) 因为 ,pr uaE(0o,1] 是 多 上 的 测度 ,所 以 
A = =0, A€ (0,1] 
所 以 PFC) 一 0 
(2) 对 于 任何 站 ,部 和 要 且 A&8B= 儿 ,由 于 pry ,AE (0,1] 
是 宪 上 的 测度 ,所 以 
DD= pn, A€ (0,1] 


和 
上 (有 四 一 Ad 人 十 向 (和 4€ (0,1] 
所 以 ,由 模糊 数 的 运算 性 质 知 
AAADB = HA (AD ,AD EH)] 
一 HALA Cd 十 pr CB), pt (AY 十 pe (BY)] 
ZA) + ZK). 
(3) 对 于 任何 的 {1,) CB, 且 高玉 UAEF, 由 于 pw ,pt 对 
于 4€ (0,1j] 是 一 致 下 连续 的 , 则 | 
limps (2,) 一 所 (UH) ; 
limpe (A = pi U 乞 }. 
对 于 ME (0,1] 一 致 成 立 . 所 以 ,由 定理 2. 3.2 知 
CB) limpH,) = (UN). 
这 就 证 明了 六 是 宪 上 的 模糊 值 的 测度 


3.3 模糊 值 测度 的 扩张 “ 


记 客 二 {有 ;有 EPF(X), 存 在 {A.}1E 儿 使 得 让 .7H) ,其 中 
它 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 . 
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命题 3.3.1 二 妇 有 如 下 的 结构 特征 : 

《1) OYE: 

(2) 如 果 外, 玉 EE 人 客 各， 7 ADE, ALB AUB,ANBES,, 

(3) 如 上 果 { 有 A 二 入 各 ,上 朋 译 ,7 有 A, 则 让 E 窑 .特别 地 , 如果 
(CB; 则 U AE 2 

证 明 

(1) 显然 . 

(2) 因为 及 ,E 思 ,所 以 存在 (六) {BB} 性 客 , 使 得 二 4 反 ， 
启 .AB. 我 们 记 

C=, = A Q=AU EF,= A EE,, 
则 证 ,E12 并 且 {C.) ,和 DD),{ 记 ,) , (六 ,1 部 是 
单 增 序列 . 又 央 为 对 于 任何 x 总 下 ,我 们 有 
(limC,) (2) =limC, (x) 


=lim(A. D B) Cr) 
=limmintl ,可 (Cry + B,Cx)) 
=—min( 1 ,limA, Cx) + limB.Cr)) 
=min(tl,Atr) + BOCr)) 
~(A Er). 
于 是 侣 ,7 及 .由 客 和 的 定义 可 知 有 A 四 BE 才 二 . 类似 地 ,我 们 可 
以 证 明 , A&B,AUB,ANBESh. 
《3》 对 于 任何 自然 数 ,存在 {A} 己 儿 ,使 得 二 ATA4. 设 
BB, = A, UY Ay, U1 U A,. 
则 ! 二 是 罕 中 的 单调 增 序列 ,有 对 于 任何 ms ,有 
A CC B,C A,. 
所 以 
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故 


闻 总 .AL 从 而 , AE 
命题 3.3.2 设 4 是 模糊 集合 可 加 类 安 上 的 模糊 信 测 度 ,对 
上 如 中 任何 单调 庙 序 列 {X,) ,fB,) ,如 果 U .CCUB,, 则 
C0) im 和) & CP) limpcB,). 
证 明 因为 站 AZM UB 一 ,所 以 由 的 单调 性 和 
下 连续 性 ,我 们 有 
(2) = Cp) im 让 门下) & (6) lim p(B,), 


因此 
(Cp) limpt A,) < (0) limplB,). 
定理 3.3,1 设 & 是 模糊 集合 可 加 类 客 上 的 模糊 值 漳 度 ,yx 
可 以 护 张 到 人 党 如 上， 
证 明 ”对 于 任何 守 E 客 友 , 我 们 定义 
ACA) = (6) limp(A,), 
其 中 AC 客 , 量 训 .AA. 下 面 证 明志 是 客 上 的 机 精 值 测度 . 
(12 我 们 首先 证 明 疡 的 定义 是 无 玻 疼 的 .事实 上 ,如 果 对 于 广 
筷 所 ,存在 客 中 单调 增 序列 { 访 ,}, {名 ,} 使 得 
A=U%=UB,. 
由 命题 3. 3. 2 知 
(2 lm A,) A CP) limx(B,) 


《5) limp(B,) & (PY imp A,), 


PCA) = (0) limpt ) 一 《0 limplB,). 

(2) 对 于 任何 广 , 吾 E 呈 思 ,由 命题 3. 3. 1 知 4B, A&WB, 序 
BANBEeeh, HB ADE AADE, ALE, AALE, A B, A A 
六 ,六 门 记 ,AANM 症 ,其 中 人 ,B,C 之 党 且 记 ,AA, 记 ,AB. 由 命题 
3. 2.2 和 命题 3. 2. 3, 对 干 任何 自然 数 , 我 们 有 

LD) 十 BD) =p A, DB EB) + pA LB,) 
=—pCA, U BD) + lA, NM By). 


从 页  、 -，  - ~ 3 
ACADY 十 KE = (Pp) lm 你) + C7) limpB.) 
—(P) limp(A, DB,) + Cp) limpAdB,) 
一 上 (和 四 HD + pALB). 
间 理 _ _ 
FD 十 RB 一 pAUB + 大 (让 门 总 ). 
(3) 设 ; 记 }CS 丸 , 且 记 则 由 命题 3 3,1 知 日 区 挟 吕 %- 


所 以 ,存在 (B。}C% 使 得 BAU NX. 


故 
A( U2,) = (8) limp(B,). 
男 一 方面 ,根据 命题 3. 3. 1 证 明 中 让. 的 构造 ， 
BB, CC A,. 
所 以 


Cp) limpt Brn) < CB) limp(A,). 
再 利用 4 的 单调 性 ,我 们 有 
FU A) = (8) imF(X 
综 上 所 述 ,x 是 4 在 多 刀 上 的 扩张 . 


我 们 设 安 是 一 模糊 集合 可 加 类 , 记 
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EE) = HK); 存 在 让 EE 人 江 轴 使 得 久 忆 及 ) 
命题 3 3.3 设 和 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 , 则 多 CBC); 
EEO(E)YH,E 的 任何 子 集 FE (WD) ;2 ( 委 ) 是 一 go- 可 加 


头 上 星 


证 明 

(1) 客 守 25 冤 ) 是 显然 的 . 

(2) 当 产后 8"( 窜 ) 时 ,存在 部 息 窑 w ,使 得 其 筷 训 . 对 于 任何 六 
CE, 有 有 FEN(E). 

{3) 对 于 任何 蕊 ,站 E 2 ,存在 硬 , 瑟 拭 呵 7 使 得 记忆 
有 站: 王 人 所 以 志和 遇 交手 币 四 二 ,根据 俞 题 3. 3.1 知 克 | 旬 六 EE 
省 如 ,从而 证 , 晤 EE 2 (FY. 由 定理 3.1. 3 我 们 只 要 证 明 (外) 
是 右 单 调 的 , 则 六 ( 光 ) 就 是 o- 可 加 类 ,事实 于 ,对 于 任何 {EE,} 己 
EB) 有 EL EA, 则 存在 {A ) 忆 客 太 ;使 得 高 忆 调 ,. 从而 


定义 3.3.1 设 4 是 模糊 集合 可 加 类 雪上 的 模糊 值 测度 ,在 
(EE) 上 作 模 糊 值 模糊 集 胃 数 六 : 
A (A =inf{fp BBE FhHACHB AE HG), 
称 ge* 为 由 xx 所 引出 的 模糊 值 外 测度 . 
命题 33.4 设 A 是 模糊 集合 可 加 类 宏 上 的 模糊 值 测度 , 则 
对 于 任何 六 E 如 ?CZ), 有 
pA = inf{ (BD) imp 让) 让 EE GA 有 A CUA). 
证 明 由 jp ;以 及 多 如 的 定义 可 以 立 得 . | 
定理 3.3.2 设 pe' 是 由 所 引出 的 模糊 值 外 测度 , 则 
(1) po bt = ps 
(2) 对 于 任何 EE) ,4' (A)S0; 
"1l8， 


(3) 对 于 任何 六 ,EB ),ACEB, 则 pr Cp 《站 
C4) 对 于 任何 站 ,再 后 222 和)， 
a APD E+ a ALGB) 三 (HA) pe Bi), 

特别 地 ,pC 所 pp CH) 二 pr (CA):; 

C5) 对 于 任何 {ACE ( 才 ) 且 站, 则 

pV A) = (CD limpe A). 
证 明 
(1)(2) 和 (3) 是 显然 的 . 


《二 ) 对 于 任何 ce0, 存 在 Ci ,GC 志和 村 使 得 
ACC BCS,, 


时 


cm 


ACC) 坟 jr* CA) 十 
LG) SE CB) 十 了 : 
再 由 (1)(3) 及 定理 3. 3. 1; 我 们 有 
"(ABB 十 pp ALGE) Sp CBG) 十 ACE 
一 PC + FG) 
< (AIT pp B+. 


再 由 :的 任意 性 ， 
A ABBE) + A CALEB) Sp CA) + pp (BY. 


(5) 出 p* 的 单调 性 及 命题 3. 3.3 知 
(DD) limp CA) Sp (UN). 
另 一 方面 ,对 于 任意 的 >0, 及 任何 AE .22() ,存在 局 ,和 
嘻 Y 使 得 
GY CJA) 十 去 及 UACUCG,E Bh， 
=” ] 19 * 


本 宝 玫 计生 Ni 轴 理 生 中 位 计 0 抽 cr 


所 以 


= (CD limz UG,). 

下 面 我 们 只 要 证 明 

A UE) ) 雪 pr 本) 上 e。 3 六 n= 1 2，…- 
事实 上 , 当 二 1 时 ,上 式 显然 成 立 ， 


设 上 式 当 =m 时 成 立 , 经 证 当 n 二 mw 十 1 时 成 立 . 由 定理 
3.3.1 的 证 明 可 知 


AVO) HF ADE NG = A UO) + RG) 
而 由 于 { 亏 ,} 是 单调 增 的 ,所 以 


A, 一 让. 站 本 TE, NS.C L 
大 而 


UO + pA) SA VC) + A DE,) 
=A( UC) 十 HCG) 


十 pe (A411)— 


pA) 十 e，。 >) pr- 
i=] 


| 


于 是 ,由 定理 2.1.8 


一 m+ 1 
A UG) SpA) Te Dn 


二 2 
由 数学 归纳 法 知 , 对 于 任何 自然 数 = 成 立 
A UC) Sp CD +e 去 . 


= 120 二 


# (UN) < limpl UC) 
SP) limp’ (A) + 

再 由 < 的 任意 性 ， 

pA UA CB) limp A). 
结合 两 方面 ,我 们 有 

sa ( UR) = CB imp (A). 

定理 3.3.3 设 y 是 由 所 引出 的 模糊 值 外 测度 , 则 对 于 任 

何 { 冯 ,CBE 如 ) ,有 


证 明 由 命题 3.3.3 知 旬 元 E 部 (Z), 对 于 任何 1.E 
2 (ZY), 存 在 BE 如 ,使 得 .CE 且 
PB) < pA) 十 六， 


所 以 


FE 扫 Sp (A) 十 €. 
二 ] 


n= 上 


又 由 于 也 . 己 外 BE ,所 以 


" 1]21 * 


EE ot pe hi EH 


4 (DA) Dp OA). 


定理 3.3.4 设 x“* 是 由 请 所 引出 的 模糊 值 外 测度 ,如果 志 后 
罕 , 则 对 于 任何 严 所 .5 (过 )， 
A ED) 一 pp (FBE) 十 pe (FO CF LEY). 
证 明 由 于 访 一 (FB8& 记 ) 轩 (日 (2& 记 )) ,所 以 ,由 定 埋 3. 3.2 
知 
A FY Ep FEE) 十 pe FO FEE)). 
另 一 方面 ,由 命题 3. 3.4, 对 于 任意 给 定 e 汪 0, 存 在 {EE,} 记 和 窗 
上 且 记 ,7 以 及 区 CC 昌 芒 ,成立 
"(Fy e (站 limp(E,). 
念 本 一 疙 信 必 着 一 交合 攻 信 六, 显然 熙 , 若 E 窜 ,并 且 
HA 站》 一 pOE) 十 pAES), n= 1,2,°, 
再 由 命题 3. 1. 2 


UE = UO ESE) SOUEO (UE)LE)) 
=UEQ(l UEISE SFO (FEE). 
而 且 名/ 万 ,六 " 下 ,从 而 
C8) limp (Es) 一 (CO limplBs) + (PY limpl Es) 
A" CFEE) 十 pe CF CFEE)). 
°F) + ep) limplF,) 
Sp (FEE) 十 p° (FO FEE)). 
» ]22* 


再 令 es 0, 结 合 两 方面 ,我 们 得 到 
pe FY = pr FOE) 十 Ar (FO FBE)). 
推论 3.3.1 设 y* 是 由 pg 所 引出 的 模糊 值 奸 测度 ,如 果 存 在 
EB, ECE, i 使 得 它们 基 互 不 相交 的 , 且 AE 如 (FF), 有 = 
外 CA&B), 则 


ne 


pH) = CR 


t=1 


定理 3.3.5 设 心 是 出 产 所 引出 的 横 糊 值 外 测度 , 记 
= AEE A pe A) = p(X)), 
则 3 是 包含 宇 的 二 可 加 类 . 
证 明 由 57 的 定义 ,显然 5 关于 补 是 封闭 的 和 革 E S50. 设 
站 ,本 全 3, 则 
PC) + pM) = AK), (= 1,2). 
由 定理 3. 3. 2， 
A AB AD 十 ABAD) Ep A) 十 pe (CA); 
《3.3. 1) 


1° CA DANDY 十 pe CA LAY) 
一 pp AiBA) 十 pp CA BD 25) 
A CA) + pp CAs). C3. 3. 2) 
所 以 
A (A BDA) 十 AR 
eA DANDY) 十 pp’ CAEA)) 
Ep AD 十 pe CA) + pr A) + pr CAs) 
一 2 全 7). 
再 由 定理 3, 3. 2， 
LAX) Ep CA BH) 十 pp CA DA)D; 
RY) Ep (ABAs) 十 pe CA EA)). 
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从 而 
kA DAD+ HAAD ADD pr CEA) 

二 pCOABAYY = BCR ). 《3. 3.3) 

由 定理 2. 1. 8， 
A (AD A) + pe CA DB A)Y) = ulX) 
太 
£2" CABAD + pA AY 一 pKY. 

故 市 四 让 , 相 和 生生 2 再 由 名人 晤 六 = A& 闻 , 则 计 坟 E505, 即 
5271 是 一 包含 客 的 可 加 类 . 下 面 我 们 为 了 证 明 5 是 包含 安 的 王 
可 加 类 ,只 要 证 明 5 是 右 单调 的 即 可 . 事实 上 , 设 {4}C57., 且 


入. 帮 ,由 命题 3.3.3 知 也 AU 和 EC) 再 由 定理 3.3.2 知 
pO) Ep (URI+ A {UA 
且 
(UD) = (Blimp (A). 
所 以 ,对 于 任意 的 e>0, 存 在 入 >0, 当 nn 之 N 时 
2 (UZ,) SpA) 十 有 
又 由 于 ( 癌 亏 )C 下 一 1,2，， 所 以 
A (UR) EA), n= 2, 
从 而 , 当 zz 时 
pt UX) 
Sp CA) + CA) ts 
一 兵 ( 且 ) 十 所 


再 由 。 的 任意 性 
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Ua.) 十 a*{ (U2.)") CNY, 
结合 两 方面 ,我们 有 
(UA + (UA)) = pCX). 

即 口 和.e 994, 从 而 证 明了 57 是 一 个 右 单调 的 . 

定义 3.3.2 称 模糊 集合 1 是 p*- 可 测 的 ,如 果 它 满足 条 件 

RCRY) = pp CAY + pa CA). 

定理 3.3.5 说 明 Bt 名 ) 中 的 p' -可 测 集 的 全 体 构成 的 集合 
基 一 个 包含 富 的 so- 可 加 类 . 

定理 3.3.6 设 产 是 由 模糊 集合 的 可 加 类 安 上 的 权 糊 值 测 
度 疡 所 引出 的 模糊 值 外 测度 , 则 p' 是 2 上 的 模糊 值 浏 度 , 进 一 - 
步 屯 ,px' 是 上 的 扩张 . 

证 明 ”出 定理 3. 3.2 和 定理 3. 3.5, 我 们 只 要 证 明 , 对 于 任何 
放 GE Se 有 

《站 | B AD) 十 pr CBB) = pr CAD 十 pr Ba). 
事实 二 ,由 (3. 3.1)、(3. 3.2) 和 {3.3.3) 及 定理 2. 1.8, 知 
A A 二 AA 一 天 (高 二 天 疝 )， 

又 因为 澳 性 904, 而 71 是 一 9- 可 加 类 ,所 以 , 客 ,C55. 丸 由 定 
理 3.3.2,K&p' |w ,是 上 在 安 ,上 的 扩张 . 

定理 3.3.7 设 宅 是 模 鞭 集合 的 可 加 类 ,x 是 雪上 的 模糊 值 
测度 ,uC 客 ) 二 {xCAD);AEFE}EA', 则 疡 可 以 队 一 地 扩张 到 容 。 
上 . 

证 明 ”我 人 只 需 证 明 唯 一 性 . 设 jn ,ps 都 是 在 宅 , 上 的 扩 
张 : 令 

A = {AAE TV, A mA) 一 内 (5 本) 让 
显然 , -入 安 宕 .下面 我 们 证 明 .各 是 单调 的 . 设 {4} 忆 -到 《4 是 
单调 的 (单调 增 或 单调 减 ?, 由 A 和 睛 都 是 鹤 。 上 的 模糊 值 测度 ， 
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所 以 根据 连续 福 , 我 们 看 
A limA,) — (8) limye C4,) (i = 1,2). 
又 由 于 ;对 任何 Pi 
ACA) = pl A), 
所 以 加 n 
ml limA,) = (P) limpa (A,) 
一 (5) limpa( A,) 
= pal limA,), 
故 limAA.E .A 即 -A 是 一 个 单调 的 . 又 由 于 罕 扫 .所 以 -有 是 
个 包含 客 的 单调 类 ,根据 定理 3. 1.4 和 定理 3. 1, 5 ,所 ,已 - 环 . 结 
侣 两 方面 ,我们 证 明了 罕 . 一 . 近 . 即 m 在 符 . 上 的 扩张 是 唯一 的 ， 
下 面 我 们 记 
二 {A E (KT), 存在 {1.) CC 宪 使 得 AA)， 
其 中 字 是 一 模糊 集 含 的 可 加 类 . 
命题 3.3.5 设 玫 E. 多 (人 ), 则 站 E 冤 w 等 价 于 下 生 鹤 六 
证 明 由 鹤 * 和 客 二 的 构造 立 扼 ， 
命题 3.3.6 和 执 z 有 如 下 的 结构 特征 ， 
(1) BC: 
(2) 如 果 和 ,BE : 册 2DB,A&B,AUB,ANBEYx; 
(3) 如 果 {A. 二 光明 训 NA, 则 有 EE 客 二 ,特别 地 ,如 果 {3,1 
忆 罕 地, 则 门 各 多 号 六 ， 
证 明 由 命题 3. 3. 1 和 命题 3. 3. 5 可 得 . 
命题 3.3.7 设 上 是 模糊 集合 可 加 类 雪上 的 模糊 值 测度 及 
pA) 一 {pg(A) ;A 有 EF}E A' ,对 于 多 中 任何 单调 减 序列 {2,}， 
个 ,如果 介 入 , 己 介 入., 则 
(PD) imp & CP) limplB,). 
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证 明 因为 BN EN 亏 ,所 以 
B. UAB. U (下 和 ) 一 
于 是 由 上 的 单调 性 和 定理 3. 2. 2, 我 们 有 
HK 有 ) = (Pp) limplB, U A,) > (8) lim (A,), 
故 
(2) lm B,) > (7) limy( A, ). 
定理 3.3.8 设 & 是 模糊 集合 可 加 类 宅 上 的 模糊 植 测度 ,A 
可 以 扩张 到 零 z 上 
证 明 ”对 于 在 何 亏 筷 安 z, 我 们 定 尽 
2A) = CP) mm 人 )， 
其 中 {4} 己 儿 ,上 且 AA. 我 们 能 通 类 所 于 证 明 p 是 安 友 上 的 :~ 
个 模 精 值 测度 ,并 生 对 于 任何 部 E 宇 ,有 
(有 A) 一 A). 
类 似 地 , 设 宅 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 , 记 
TAG 一 二 过 多 (X) ,存在 站 E 安 > 本 得 着 捷 访 }. 
命题 3.3.8 设 乞 是 一 模糊 集合 的 可 加 类 , 则 宫 忆 .2350S); 
当 天 ES 窜 ) 时 ;和 包 合 疡 的 任何 模糊 集合 六 GE .2 全 ?本 ) 是 
一 o- 可 加 类 . 
证 明 类似 于 命题 3. 3. 3 可 证 ， 
定义 3.3.3 设 产 是 模糊 集合 可 加 类 过 上 的 模糊 值 测度 ,在 
2( 轨 ) 上 作 模 类 值 模糊 集 函 教 mA : 
A A) 一 sup{r(BB 和 GEADB,AE .XE), 
称 g, 为 由 所 引出 的 模糊 值 内 测度 . 
命题 3.3.9 设 疡 是 模糊 集合 可 加 类 鹤 上 的 模糊 值 测度 及 
PS) 一 人 KK 让 和 宕 }E4 + 则 对 于 任何 让 和 .5( 宝 ), 有 


pA) = sup PY limp(AV ;A € FA HB NZ Cc A). 
ET 二 1 
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证 明 显然 . 

定理 3.3.9 设 “*,. 是 由 产 所 引出 的 模糊 值 内 测度 及 上 客 ) 一 
{nA AEG}IE A’ 则 

(1) pg [sip 

(2) 对 于 任何 EC 儿 ) ,ps (A) 守 0 

(3) 对 于 任何 有 A,BE .ACB, 则 py CA (B); 

C4} 对 于 任何 站 ,善后 .2 (和 宕 )， 

A (ADEB) + pp COALB) pr OA) 十 p(B), 

特别 地 ,yw(X) 守 yg, (A) 十 pCA)， 

《5) 对 于 任何 {有 ,) 己 .A 多) 目 加, 以 和 存在 16 使 得 ks (A ) 


天 所 , 则 
FAs (全 太 ) = (CP) limp, (A.). 
证 明 ”类 和 似 于 定理 3. 3.2 可 证 . 


定理 3.3.10 设 w, 是 由 < 所 引出 的 模糊 值 内 测度 ， 则 对 于 
AA) 中 的 任何 不 交 列 {2,} ,有 
PE > , (A.). 


于 二 ] 


证 明 由 命题 3.3.8 知 贡 入 EAHA(GF), 对 于 任何 未 和 
(BF), 存在 六, 七 本 使 得 入 CX 且 


£0B.) > p. (A) — 元- 
所 以 


又 由 于 (各 ) 是 不 交 弄 ， 所 以 {BB.} 也 是 不 交 的 . 根据 鳃 3, 卫 由 BE 
宕 x， 我 们 有 
128 


“(BA Dr .CA,). 


定理 3.3.11 设 y, 是 让 所 引出 的 模糊 值 内 测度 ， 且 ) 
二 {x(A);AEBF}E A' 如 果 闫 E 客 , 则 对 于 和 任何 各 Er 区)， 
HF) 一 pp FEE) 十 pF OO (FeE)). 
证 明 类似 于 定理 3. 3.4 可 证 ， 
推论 3.3.2 设 w, 是 由 关 所 引出 的 模糊 值 内 测度 及 px( 儿 ) 一 
{x(tA) ;AEG}E A' 如 果 存 在 总 E 安 :isn 使 得 它们 是 豆 不 相 


交 的 , 且 竹 E.o( 咯 ), 有 A=® .AEB), 则 


Hy (Ay = 3 (ARE,). 


定理 3.3.12 设 y, 是 由 引出 的 模糊 值 内 测度 及 {HB) = 

{pCA) ;AEG}IEA' , 记 
= {AE HG pA pe (A) = pK)), 

则 5 是 包 会 客 的 o- 可 加 类 . 

证 明 类 似 于 定理 3. 3.5 可 证 . 

定义 3.3.4 称 模糊 集合 4 是 gx, -可 潢 的 ,如 有 果 它 洪 足 条 件 

ACK) = po (AY 十 ps OA). 

定理 3.3.13 设 j, 蚌 由 模糊 集合 可 加 类 宅 上 的 模糊 值 测度 
A 所 引出 的 模糊 值 内 测度 及 (多) 二 {029);AEW}IEA', 则 
是 47， 上 的 模糊 值 测度 ,进一步 地 ,是 的 扩张 . 

证 明 类似 于 定理 3. 3.6 可 证 . 

定理 3.3.14 设 罕 是 模糊 集合 的 可 加 类 ,w 是 多 上 的 模糊 
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值 测度 ,一 {pCA) ;有 EE}YEA' 则 产 可 以 唯一 地 扩张 到 专 。 
上 . 

证 明 类 似 于 定理 3. 3. 7 可 证 . 

命题 3. 3.10 设 上 是 模糊 集合 可 加 类 宅 上 的 模糊 值 测度 ， 
如 果 寂 从 译 , 则 

ZG) 十 KO) = pCX). 

证 明 因为 GE 客 加 ,所 以 存在 环 人 客 ,n 一 1,2,… 使 得 名 . 凡 

在 ,从 而 保 E 富 , 且 GeNG ;所 以 
HG) + KE 一 (DO) limp(G.) 十 《0) Limwces) 
一 (D) iim [LACC.) + nt)] 
一 p(X ). 

同 理 ,我 们 有 

命题 3.3.11 设 wx 是 模糊 集合 可 加 类 窑 上 的 模糊 值 测度 ， 
如 果 它 所 鹤 关 , 则 

HGe) 十 KO) 一 pKRY). 

命题 3.3.12 设 .是 模 煌 集合 可 加 类 二 上 的 模糊 值 测度 ， 

如 果 广 E 北 ?( 才 ), 则 
pA) 十 p22) = pK). 

证 明 因为 和 E 20 所 以 存在 庆 E 客 x 使 得 有 ACF 六 .由 命 
题 3.3.5 知 节 E 当 :有 上 且 A 必 产 从 而 让 ECOZB). 再 由 天" 的 定 
义 , 对 于 任意 给 定 的 >0， 存 在 安 E 宇 和 使 得 

FOC) Ep' (A) 
叉 由 在世 和 猴 吝 : 宁 CCZH ,我 们 有 
AH) = HO 十 pOG) Ep A +p CA) + 
从 而 
(RY Ep (AY 十 ,A). 
类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 
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LCRY a CA) 十 pp. (A), 


HA) = pe CAY 十 pg, CAY. 
命题 3.3.13 设 产 是 模糊 集合 可 加 类 客 上 的 模糊 值 测度 ， 
则 六 E .501 的 充分 必要 条 件 是 
A CA = pp, CA). 
证 明 设 六 E56, 则 "(于 ) 十 p' (CA) 一 p(XX). 由 命题 
3. 3.12 知 yA) 十 上 CA) 一 p(XY. 再 由 定理 2.1.8 我 们 有 
A" {A) = 1, (CA). 
反之 , 设 pe (证 ) 一 A (7A) ,由 命题 3.3. 12 ,我 们 有 
pCKRY = pr (ADV pp CH) 一 pr AY 十 pe CA). 
AE€E SA. 
类 似 地 ,我 们 有 
命题 3.3.14 设 是 模糊 集合 可 加 类 客 上 的 模 糙 值 测 度 ， 
则 及 E50 的 充分 必要 条 件 是 (A) 一 pp*' (4). 
结合 命题 3, 3, 13 和 合 题 3. 3. 14, 我 们 有 
定理 3.3. 15 设 产 基 模 糊 集 合 可 如 类 拓 上 的 模糊 值 测度 ， 
由 模糊 集合 是 py* -可 测 的 当 且 仅 当 它 是 #, -可 测 的 . 
定理 3, 3. 15 说 明 2 和 97; 表示 的 是 同一 个 模糊 集合 的 类 ， 
我 们 记 为 
={A€E FA AT pp A) = pKRY) 
{AE FHA) AY 十 P (CA) 一 plX)) 
={AE FR}, (A) = pp" (A))}, 
命题 3.3.15 设 py 是 模糊 集合 可 加 类 安 上 的 模糊 值 测度 ， 
如 果 普 GE .多 (Xe (FE)=0. 则 EES, 
证 明 由 命题 3. 3. 12 和 和 命题 3. 3. 4 及 定理 2. 1.8， 
HE Ep (KF) = 0 
于 是 
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HA (EY) = pe* (KF)=0. 
NEES 

命题 3. 3.15 说 明 上 值 为 零 的 模糊 集 , 即 是 pg'- 可 测 的 ,又 是 
za*- 可 测 的 . 

定义 3.3.5 设 上 “是 模糊 集合 的 类 客 上 的 模糊 值 测度 , 称 天 
是 完全 的 ,如 果 对 于 任何 祝 E 客 , 这 六 上 日 Ap 次) 一 0 有 产 E 要 

推论 3.3.3 jg' 和 jx, 在 5 上 都 是 完全 的 . 

命题 3.3.16 没 pi,p 是 模糊 集合 可 扣 类 雪上 的 两 个 模糊 
值 测度 ,生气 potA) ,AE 安 , 则 

(A) EA AE Fi, 
进一步 地 ， 
A (AE A, AE (FY. 

证 明 对 于 任何 EE 罕 ,存在 直 E 安 ,2 一 1,2,… 使 得 
A 一 (Plimpa (4) ,pa( 有 一 (Pylimpa(2,). 因 为 对 于 任何 Ee 
,BB 以 

(A) = (8) limya (A,Y 
SP) limpol As) 一 pak), 
进一步 地 ,对 于 AEEK() 
Ea CAY =inf {fin (OG EE Eh A CS 
inf (ptO) ;GC €E Bh, 
= (A). 

类 似 地 ,我 们 有 

命题 3.3.17 设 im,p 是 模糊 集合 可 加 类 富 上 的 黄 个 模 娄 
值 测度 , 且 za 站 ) 委 pa 站) ,AE 雪 , 则 

A) EA A EE FA 
进一步 地 ， 
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pA Ep CA A E HG). 
定理 3.3.16 设 “ 是 模糊 集合 可 加 类 窜 上 的 模糊 值 测度 ， 
A 二 {pCA); 拉 EYE A' , 则 对 于 和 任何 站 E 宕 ,我们 有 
Pi 一 LA CA (让)]. 
证 明 由 定理 3. 3.7, 对 于 任何 却 Ec 史 ,， 
pAY = in{{ Cp) limp CC, E SCAEACUG,. 
由 模糊 集合 的 分 解 定理 
RCAY = 
inf lim pe (GG,), inf lim pt €G.) | 


ac L901] 下 Uo,d, 1 ET 5 i 让 


苹 由 定理 3. 2. 5 和 和 定理 3 3.7 实 信 测 度 Pa yf 可 以 叭 .一 二 扩张 
到 宪 . 上 .从 而 


EA = 口交 后 (站 ) ,pt CA). 
AELD,E] 


此 定理 说 明 模糊 集合 上 的 模糊 值 测度 的 扩张 可 以 通过 模糊 集 
合 上 的 实 值 测度 扩张 来 得 到 . 
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第 4 章 模糊 值 可 测 函 数 
4.1 模糊 值 可 测 函 数 


4. 1. 1 模糊 集合 的 代数 


设 妇 ,EFCX) ,我 们 称 有 A. 芭 为 亡 与 吝 的 积 ,其 中 妆 - 六 

定义 为 
(A* BBC) = ACr)y : Ber), x EX, 

注 4.1.1 此 处 的 两 个 模糊 集合 的 积 就 是 例 1.3. 1 中 工 =T 
时 的 模 交 ， 

命题 4. 1. 1 

Ca) 如 果 {14) 是 名 (CX) 中 的 不 交 模糊 集 的 至 多 可 数 类 , 则 对 
于 任何 EA(X), 有 

立 。 (DH) -DA A): 
(5) 如 昌 有 ,六 ,让 EE .BK), 则 
A'B om-AOA'BA: (BOO- A: OCA 0). 

证 明 显然 . 

注 4.1.2 命 晤 4.1.1(a) 中 要 求 { 扎 }) 是 不 交 列 的 条 件 是 不 可 
缺少 的 . 

定义 4.1.1 设 客 CCX), 如 果 客 是 可 加 业 且 对 它 的 元 素 
的 积 封 闭 . 则 称 儿 是 一 个 模糊 集合 代数 :如 果 客 是 一 o- 可 加 类 且 
对 它 的 元 素 的 积 封 也 , 则 称 容 是 一 个 模糊 集合 o- 代 数 . 

命题 4.1.2 设 容 CC 多 (KK)iET 是 一 族 模糊 集合 代数 (分 
别 地 ,模糊 集合 o- 代 数 ), 则 站 ;仍然 是 一 个 模糊 集合 代数 (分 别 
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地 ,和 模糊 集合 o- 代 数 ), 其 中 了 是 任意 指标 集 . 

证 明 显然， 

定理 4.1.1 设 多 是 任意 一 个 模糊 集合 类 , 则 存在 唯一 的 最 
小 模糊 集合 代数 加,( 分 别 地 ,ao- 代 数 多 ,) ,使 得 罗 C 鹤 (分别 地 ， 欠 
所 多 .) , 称 区 (分 别 地 ,多 ,是 由 多 生成 的 模糊 集合 代数 (分 别 地 ， 
o- 代 数 ). 

证 明 显然 . 

定理 4.1.2 ， 设 多 !C 多 ( 左 ) 字 一 丈 U( 安 ,各 ) , 则 

QD 区。 由 下 列 形式 的 模糊 集合 的 有 限 和 和 有 限 积 的 全 体 以 及 
它们 的 补 组 成 ， 

© (OB) 和 匡 Gl OBB). .1) 

其 中 ,BE; 

国 多 , 由 多 中 元 素 的 可 数 交 的 可 数 并 以 及 可 数 交 的 可 数 并 
的 补 组 成 . 

证 明 类似 定理 3.1.2 可 证 . 

定义 4.1.2 设 儿 是 一 个 下 上 模糊 集合 代数 ,x 是 定义 上 多 
上 的 一 个 模糊 值 测 度 , 我 们 称 (X ,加 } 是 可 测 空 间 , 称 (XX, 写 ,pj 为 
模糊 值 测度 空间 ， 

注 4.1.3 显然 , 当 名 CDCRD 和 pe( 名 )= {20A);AES}ER 
时 ,( 瑟 ,多 ,的 是 经 典 的 测度 空间 ， 

定 尖 4.1.3 

全 设 CE[0 1 由 下 式 

Cir} SC,xEKR 

定义 的 模糊 集合 巳 叫 做 常 模糊 集合 : 

@@ 如 果 对 于 任何 CE | 去,1j ,有 CES, 则 称 儿 是 包含 常 模 
糊 集合 的 . 
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命题 4.1.3 如 果 罗 是 包含 常 模糊 集 的 -人 民 歼 , 则 CE 人 多, 对 
于 任 柯 CEEo,1]. 
证 明 末 为 多 是 re 可 加 类 ,所 以 1 一 时 所 多 又 因为 玄 . 一 
A 


吉方 | EE 多,n 之 2, 从 而 二 一 lmC.€ 多 , 即 对 于 任何 Ce 
1 


命题 41.4 设 4 一 ( ,A 有 ss 针 ),B 一 (B,,B,,.…,B.) 
为 苹 的 两 个 有 限 模 糊 划 分 , 则 4，B= {Ai* Biyi 二 1,2;***yn sj 一 
1,2; 下 …,m} 也 是 区 的 一 个 有 限 模糊 划分 ,进一步 地 ,如 果 A,BE 
多 , 则 A * BE 

证 明 显然. 


4.1.2 模糊 值 可 测 函 数 


定义 4.1.4 一 个 实 值 简单 函数 是 一 个 序 偶 "一 (442 ,其 中 
姐 一 [or ;有 A 是 性 的 一 个 有 限 模糊 划分 ,a 一 CAL re 9 


ao) € Re" 实数 s(7) 一 33arN(z) 叫 做 :在 z EX 的 值 ,函数 一 


sr) 明 做 * 的 值 函数 ， 

定义 415 设 (和 ,是 可 测 空间 ,半生 多 (X) 画 数 :XX 一 
[一 一 ,十 oo] 称 为 灾 上 关于 ( 习 , 名 ) 的 实 值 可 测 函 数 , 简 称 定 上 可 
测 函 数 ,如 果 对 于 任何 的 a€[ 一 co, 十 so] 有 守门 Xr EE 加 ,其 中 此。 
= {rf (ra}. 

注 4.1.4 由 于 严 -一斑 , 所 以 当 了 在 关上 可 测 时 , 产 E 史 ， 

定义 4.1.5 设 ( 区 ,多 ) 是 可 测 空 间 ,E.F(X), 称 模糊 值 函 
数 ;了 >"(R) 在 证 上 关于 (对 , 光 ) 是 可 测 的 ,简称 廊 上 可 测 的 ， 
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如 果 对 于 任何 的 AE (0,1]F7 Cx) ,A Cr 都 是 站 上 实 值 可 测 函 数 ， 
其 中 
F(x) = WAL FED WY ALFr Cr) ,fi Cx)1. 

我 们 用 M( 让 ) 记 立 上 实 值 可 测 函 数 全 体 构 成 的 集合 ,特别 是 
当 玉 二 卫 时 , 简 记 为 大 ;用 衣 ( 琉 ) 记 六 上 模糊 秆 可 测 函 数 全 体 构成 
的 集合 ,特别 是 当下 = 瑟 时 , 简 记 为 让. 

注 4.1.5 ME)CME). 

定理 4.1.3 Fe 硝 ( 蔚 ) 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 MAE (0， 
1 和 aE1 一 2, 十 occ] 有 

EN Xr € SG, ENX,E YG, 
EN Ke E SG, EN wm€E 多， 
其 中 
Fia= {zsfi (rz) a} ,Fis = (ryfi (7) > a}, 

证 明 必要 性 .对 于 任何 AE (0,1], 当 wx 一 oo 时 ,由 于 Fi 一 
{zi (rT)>+o0)= ,EN — 2 EG; -a 
十 co 时 ,由 于 

二 站 Xe -UE 站 Xero )? 
所 己 , 由 i (z) 是 实 值 可 测 的 知 , 记 门 Xe-. 捷 容 ; 当 二 一 co 时 ,由 于 
EN Nr -UE NM Xr ?7， 
所 以 ,守门 XE 多 .又 由 于 EE 站 Xe- EE 多 ,及 
E= (EN) BE NX, ), 
于 是 
正门 NAreon EQOENXA ES 

同 理 , 对 于 和 任何 A€ (0,1],eE [一 :十 oo 我 们 可 以 证 明 

ENxstE SA EN Xe en 
137* 


充分 性 . 我 们 只 要 证 明 对 于 任何 A€ (0,11, ,所 MCE} 即 
可 , 事实 上 ,对 于 任何 AE (0,1], 当 一 一 ce 时 ,由 于 天 站 
Kn lS 和 OENY EG, 以 RENY ,=E= (FN 
Xr) DEN 以 ENXr_ EG; 
十 ce 时 ,由 于 
EN Xe, 一 所 全 站 Xt) 
所 以 ;站 KF, 名; 当 9 一 2 时 ,由 于 
Fag kr 一 fo pA es —NMxE 门 Kris 
所 以 ,关门 Xr 所 各 ,从 而 我 们 证 明了 对 于 任何 XE (0,1- ,7 E€ 
(到 ), 同 理 可 证 对 于 任何 AE 0,1j, 诺 €M(BE), 帮 了 关 E 矿 食 ). 
定理 414 也 及 (EE) 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 的 AE 
(01]e, EL 一 ce 十 co] 有 
EN Xe €E GE Xn € Y, 
EN Kisees nen E GE Kowart wan E 家 
证 明 必要 性 . 因为 对 于 任何 AE (0,1] 
EN Kis ne = EN NF? 
所 以 玉 门 Ki tpre 后 多 ,又 由 于 对 于 任何 ap8E[ 一 ceo, 十 co]， 
ENxr: EN EG MR EEN, = EOE 站 xris 和 
EMXsar maa — (EN Xr NN (FE NN Xi,) 
所 议 ， EX er ci 
同 理 , 我 们 可 以 证 明 , 对 于 任何 AE€ C0,1],a,8€ [一 ~， 
co] 人 Xnesrtey<iE 罗 和 和 ENMNXr we 
充分 性 .因为 对 于 任何 XE (0,1],a€ [一 oo:oo)， 
人 门 Xr 一 EM Visasti we)) BP EN Kia we)), 
所 以 :EN Xe, .EE 县; 及 由 于 证 站 Xr = 亡 门 em-wj: 所 以 闻 门 
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Xr 所 多 .从 而 我 们 证 明了 对 于 任何 4€ (0,1],/7 EM(EE), 同 理 
可 证 对 于 任何 A€ C0.1] ,EM(BD), 从 而 ERC 六 ). 

定理 4.1.5 FE 应 (天 ?的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 ME (0， 

1 ,eaEf 一 co ,十 ce], 有 
下 门 Pin nea) EE 多 :关门 Kirift case 三 和 ， 

证 明 ”必要 性 . 因为 对 于 任何 EC0,1], 当 = 一 一 天 时 ,关门 
Xr 由 定理 4.1.3 知 ,EX cps- 
E 鹤 | 当 一 ce<a 所 十 co 时 ,有 

{ri (TD) Ea = {rf (x) > a}, 


所 以 
EN Xn wan — EN XK = EOEN YX 
青 由 定理 4.1.3 知 , 亡 门 Yar cnan 区 当 一 十 co 时 ,由 于 天 门 
isfy cos+al 一 下 所 以 ,下 站 Xerreos+wiE 多 . 同 理 可 证 对 于 任何 
E01j,a€E[ 一 0; 十 co]; 有 
EN Xm EE 嗓 . 

充分 性 , 因为 对 于 任何 A€ (0,1], 当 a= 一品 时 , 亡 门 

Kear wo EN eS 和 当 4 一 co 时 , 辫 门 Xe 一 天 


Nn Niz fe (ze EG 以 及 a | Ninf r= — E€ 各 , 记 门 Xpt; 全 名 ,所 以 了 
ERME). 


类 似 可 以 证 明 . 
定理 4.1.6 fE 毅 (六 ) 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 4A€ (0， 
1],<E [一 se， 十 ceo] 有 
EN Xe E GE NX wes € SP, 
EN Xs E SEN Xn- E YS. 


定理 4.1.7 设 (X, 多 ) 蚌 可 测 空间 ,EE (X), 六 :外 一 
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六 “《R) 的 函数 , 则 
(1) 如 果 了 E 诅 ( 玉 ), 且 也 是 访 的 可 测 子 集 , 则 了 E 诅 (EE,); 
(2) 设 六 史记 二 久 , 记 一 关中 六 记 记 ES, 则 了 EE 股 ( 让 ) 的 充 
分 必要 条 件 是 了 E 股 (信和 了 E 摇 (EE,}. 
证 明 
(1) 对 于 尾 何 AME 0,1],eE [一 ce 十 coj, 申 
E, NN Xrr = CE MN ED NM xe, = EN EN Ye) 
和 
EN 和 = CE MN ED MN Yer, = EN EN Xt), 
而 二 个 Xs: 记 人 站 Xr 党 :所 以 ,对 于 任何 AE (0,1],«E 
[一 se 十 ce] EN Xs, ES,E NY EG,A 而 FE LE). 
《2) 设 子 E 麻 ( 基 ) ,由 (1) 逢 子 E 机 ( 旋 ) 和 和 了 E 在 (各 ). 反之 ,如 
果 六 E 府 下) 县 EeE (这 ,), 由 于 对 于 任何 A€ (0,1],eEf[ 一 co， 
十 cj]， 
E NZX, = (ED ED) MN Xe, = CE MN Xrr) BD Es NM Ye) 
ENMX, = EDED) NN Xr = EN Xr) DB CE NN Kr), 
所 以 ,ENxXec, ENxer. EZ, feE EE). 


定义 4.1.7 设 记 :六 > 于 * (RY),n=1;2,3, 如 于 对 于 任何 x 
亡 芒 ,有 


ft) = i) + hr), 


则 称 户 为 太 与 A 的 和 , 记 为 让 二 让 十 声 ; 如 果 对 于 任何 xEX， 
有 
Fx) =maxCfitr) ,falx)), 


(分 别 地 , 产 (z) 一 min( 了 (7) ,六 (2))， 
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则 称 产 为 方 与 产 的 极 大 元 5 分别 地 , 极 相 节 》, 记 为 /一 max 
Ci) (分 别 地 , 产 一 min( 户 , 产 )). 

定 必 4.1.8 设 厂 :X 一 .多 (Ra 一 1,2, 如 果 对 于 任何 赤 E 

五 ,有 
fC7) EE fl), 
则 称 六 小 于 等 于 产 , 记 为 方志 产 . 

定理 4.1.8 设 广 ,EE 前 (让 ) , 则 

(1) 对 于 任何 的 &E 多 *(R),4 守 0 或 & 气 0, 如 果 &， 了 了 有意 
文 , 风 a* FE MCE), 

《2) 如 果 A 十 # 有 意义 , 则 让 +5E 衣 (站 ); 

《3) max (7 ,g) min(f ,FE ME), 

《4) POF ,BE) EME). 

证 明 (1) 当 a>0 时 , 当 存 在 如 E (0,1] 使 得 名 一 0 时 ,ax。， 
二 0 ER 所 以 ;0 太 EM( 祈 ) ;如果 加 E00,1] 使 得 
ow 之 0: 则 对 于 任何 cE [一 2 ,十 co] 

关门 Kt fi tne) 一 辫 门 Klar ean) 
而 冯 站 Xin Deer! EC 多 ,所 以 ,六 门 i 人， 因此 ,oa ， 
六 EM(E), 同 理 可 证 :EM(CE),Y 4AE (0,1]. 政 a+ 了 EE 
疝 ( 瑟 ). 当 ass0 时 , 同 理 可 以 证 明 =, EE 闻 (EE》. 

(2) 设 mr ,rs 是 有 理 数 的 全 体 ,对 于 任何 的 AE (0,1]， 
aE[ 一 om, 十 co], 有 下 面 的 等 式 . 


{zs EGD a = {ryfr (rz) + gr (ry > a 
=U zfr C2) >n} NN (rigr (2) > a — i)), 
从 而 
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让 Kia + > =ULE 们 Xrir) NE 人 站 Koi ) 
歼 EM Xt they -仁和 涵 . 又 由 于 
{zi[L( 十 到)(z) 一 一 oo) 一 (六 (zy 十 gzZ) 一 一 co} 

一 {rsf 一 一 ec {rygr Cx) 二 一 22}， 

从 而 

六 门 Fin HE ——o0} 

=(F 人 N Nas wo U EN Kinagy to 一 一 9。 

故 琴 站 Xiastcf + -全 多, 即 (7 十 B87 EM(E), 同 理 可 证 ,对 


于 任何 AE00,1],(f 十) 全 人 M(B) ,这 样 ,我 们 就 证 明了 f 十 万 E 
WE). 


C3) 对 于 任何 AGE (0,1],aE [一 ,十 ee], 由 于 


EN Nirima fi Cy gy re) 
一 (站 站 和 omrs) UD EN Ki wn). 

所 以 ,max(fi 1g7)E€ MCE), 同 理 可 以 证 明 , 对 于 任何 4€ (0,11， 
maxtfit ,gt )E ME), 故 max(f ,8) EF(E). 

类 似 可 以 证 明 min(f ,&)€E 骨 ( 玉 ). 

《4) 因为 对 于 任何 AEC0,1], | 二 max(fir ,一 他) EM(E) 
及 | 凡 | 一 max(fi ,一 让 YEM(E) 和 户 的 定义 知 DC7 ,8)E 闻 (EE). 

定义 4.19 设 产 :和 -2 RnD 1 如 果 对 于 任 
何 xEECX,folz) 二 supfa《x)( 分 别 地 ,fCx) 一 inff,(x)), 则 称 
疡 为 {,} 在 直上 的 上 确 界 (分 别 地 ,下 确 界 ), 记 为 六 一 sup7 (分 
别 地 ,fo=infj.). 如 果 对 于 任何 zE ECX, 了 (x)= CD)limf.(z) 
《分 别 地 ,了 ol) 二 ()limf 《zx)), 则 称 了 ,为 {7,} 在 上 的 上 极限 ， 
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记 为 产 = (PDTim7.( 分 别 地 ,下 极限 , 记 为 疡 一 (Blim 产 ). 
定理 4.1.9 设 { 玉 } 忆 用 (EE) ,如果 supf,inff,， (PD lim 记 ， 
C2)lim 记 存在 , 则 它们 都 是 久 上 可 测 的 . 
证 明 先 证 天 一 sup 疡 E 府 ( 玉 ), 设 并 一 max( 户 户 ，， 思 )》， 
则 由 定理 4.1.8 知名 EE 表 ( 玉 ) ,从 而 对 于 任何 XE C041] ,FRR 一 max 
CF fi fi EMOE 和 PD Fi =max (ft fi sn tt) E ME), 
有 丸 因 为 对 于 任何 A&E (0,1j， 
Fr {xr} = im (x), 
Fi (2) = limFt (x), 
蔬 及 {Fs Cz)} 和 {Fi (Cz)) 是 单调 增加 实 函 数 序 到 ,所 以 ,对 于 任何 
ae [一 co ,十 cc]， 
让 Rarhy Gral =U. (EN Xin n> 
所 而 ;高 们 Xpy px 加 , 训 门 Kiarz w=--wi1 包 多 是 显然 的 , 故 Fr EE 
Mz( 疡 ) , 同 理 ,F+ EM( 记 ) ,这 样 我 们 就 证 明了 访 前 (六). 
同 理 可 证 infj,€ 租 (EE). 
下 面 我 们 证 明 台 = (Pylim 记 EE 前 (EE)., 记 作为 序列 记 ,n， 


的 上 确 界 ,根据 上 面 所 证 ,GE 租 ( 祈 ),n 二 1,2,…， 叉 由 
于 
Cp) Tm/f, 一 infG,, 

及 名字 可 之 之 ,之 …: 因 此 , (Pp)lim 是 可 测 函 数 序列 {0,} 的 
下 确 界 , 从 而 , 它 是 祝 上 可 袖 的 ， 

同样 可 以 证 明 (PlimfiE 役 (E). 

定 妇 4， 荆 . 卫 心 . 设 nn + + (Ra 一 01,2 ,我们 说 { 天 } 

-1d3" 


在 点 zEX 依 模糊 距 离 记 收 敏 于 访 , 记 为 (5)1im 产 (z) 一 六 (xz) ,如 
果 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 正 整数 N 一 (ez)>0 使 得 当 n 六 
六 时 ,7Cz) ,六 (rz))<e 我 们 说 { 六 } 在 ACX 上 依 模 糊 上 距离 
收 敏 于 六, 我 们 记 六 = (p)lim 记 ,如 果 对 于 任何 +E 4, 我 们 有 
CO)limfo(z) 一 lz) .我 们 说 ( 关 } 在 4 上 依 模 糊 距离 5 一 致 收敛 
于 识 ; 如 果 对 于 任意 给 定 的 es>0, 存 在 正 整数 六 = 六 (sy>>0 使 得 
当 nN 时 对 于 任何 <E4 成 立 成 六 Cr 六 (z))<e. 

命题 4.1.5 

GD2C5)lim 产 (z) 一 六 (z) 的 充分 必要 条 件 是 (六 (z)} 和 
{ 广 (2)) 对 于 XE (0,1] 分 别 一 致 政 傅 于 所 (zx) 和 f+ 《2). 

(2) (Pylim 记 (x) 一 J(z) 在 4 一 致 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


{入 Cx) 对 于 尾 何 x 所 4 和 XE 《0,1j 一 致 收 钱 于 
Fi Cr fr), 


证 明 显然 . 

推论 4.11 设 ! 声 )} 己 耕 ( 放 )， 如 果 了 一 (plim 廊 , 则 和 E 
MMe). 

定理 4.1.10 设 E 疝 , 则 对 于 任何 AEC0] 广 和 及 都 
可 以 表示 为 实 值 简单 函数 列 { 记 1} 和 {所 } 的 极 很, 如 果 产 =0, 则 
疡 和 太 可 以 取 为 非 负 的 ,并 县 可 取 { 启 和 { 记 } 为 单 增 序列 . 

证 明 首先 假定 产 =0, 则 对 于 任何 AE (0,1], 广 之 0 和 启 之 
0, 于 是 对 于 每 一 个 za 一 1,2,…，, 并 对 于 每 个 于 天 令 


一 一 1 : 一 a n 
ep] 到 当 扩 甩 (R12 , 2", 


2 
为， 当 Fi (xr) En, 
= 了 本 二。 


2 ， 
加 zr— 1 ， ， 
显然 六 (z) 一 > le wet rT) TF Re Ki ns (TT), 
A 2 如 a 说 在 
i=1 
且 {Xnossr ee Ei Kistler ne Xesrreozao} 是 天 的 一 个 模 


糊 划 分 以 及 ! 万 } 是 单 增 序 列 , 如 果 方 (Cz)<ce , 则 对 于 任何 ,有 
0 委 方 (rz) 一 户 (z) 起 六 3 

如 果 厂 (z)= 十 ce, 几 对 于 任何 ,有 六 (Cz)? 一 2 所 以 我 们 证 明了 

定理 的 后 半 部 分 ,对 于 一 般 的 7E 丢 , 则 对 于 任何 XE (0,1] 疡 , 广 

E MH, 然后 运用 上 述 结果 到 (Cf7)* CAD?+ ,Cf7)- 和 (fi) 上 并 注 


意 到 万 二 COT 一 C7 和 和 六 二 C+ 一 ( 凡 )- 即 可 得 到 定理 
的 前 半 部 分 的 证 明 . 


4.2 几乎 处 处 收 敏 与 依 测度 收敛 


定义 4.2.1 刘邦 Et{ 久 ),P 是 一 个 命题 ， 

(1) 如 果 记 在 总 的 去 桌 supp 久 = {xz; 让 (zx) 汪 0} 上 椒 处 成 立 ， 
且 Nursz 毛 窟 , 则 称 了 在 六 上 处 处 成 立 . 

《2) 如 果 存 在 记 E 多 ,有 昌 wp 人 ZE) 一 0, 使 得 已 在 AO 上 处 处 成 
立 , 则 称 疡 在 站 上 上 几乎 处 处 成 立 . 

命题 4.2.1 

《1) 已 在 站 上 处 你 成 立 充 分 必要 条 件 是 存在 AE€ 安 ( 和 ?四 站 
CXa: 使 得 P 在 4 上 处 处 成 立 . 

(2) 如 果 让 EE 多 ,PP 在 万 上 几乎 处 处 成 立 充 分 必要 条 人 忻 是 存 
在 记过 下 ,六 E 冤 , 肯 站) 一 0, 使 得 王 在 六 怠 站 上 处 处 成 立 . 

证 明 显然 . 


定理 4.2.1 设 {f,} 己 李 ( 玉 ) ,如 果 { 关 在 关上 用 平 处 处 收 
敏 , 则 必 存 在 7E 再 ( 产 ) ,使 得 {天 } 在 定 上 几乎 处 处 收 敏 于 六 . 
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证 明 ”因为 {f,} 在 证 上 几乎 处 处 收敛 ,所 以 ,存在 人 记 E 儿 ,上 且 
At 下) 一 0, 使 得 (六 ) 在 天 人 六 上 处 处 政 贫 ,从 而 [六 在 supp (IE 扎 
各) 上 处 处 收 委 . 及 由于 { 弛 是 关上 一 列 可 测 荔 数 , 则 出 定理 水 1.7 
《1) 知 { 殊 ) 是 关门 Xeacm 上 的 可 测 函 数列 . 我 们 作 模 糊 值 函数 : 
7 {® limf,(x), rE supp(E OF). 
0， 当 工 各 supp( 禄 日记)， 
由 推论 4.1.1 知 ,7 在 关门 Kecem 上 可 测 , 而 了 在 巨 门 Xezem 上 
可 测 是 显然 的 ,这 样 ,由 定理 4.1,7(27 知 子 在 站 一 (关门 六 wzem ) 
旨 ( 主 门 Xeeeaem)? 上 可 测 , 从 而 我 们 证 明了 该 结论 . 
定理 4.2.2 设 { 坊 } 己 奉 ( 站 ) ,了 ,8E 表 ( 病 ) ,如果 { 了 7.} 在 证 上 
几乎 处 处 收 敏 于 又 几乎 处 处 收 合 于 , 则 了 = 在 六 上 几乎 处 处 
成 立 ， 
证 明 由 于 { 疡 } 在 是 上 几乎 处 处 收 便 二 了 , 则 存在 定 E 光 上 且 
JP) 一 0, 使 得 { 户 ) 在 名 OF 上 处 处 收 伍 于 了 ,从 而 { 声 } 在 supp( 守 
FY 上 处 处 收 钱 于 了 , 叉 由 于 {所 } 在 到 上 几乎 处 处 收 合 于 六, 存在 


ES 且 plC) 一 0, 使 得 {六 } 在 让 昌 人 台 上 处 处 收 仑 于 记 , 从 而 地 ,) 
在 supp (EOS) 上 处 处 收 敦 于. 及 出 于 
supp(E OOF) supp (EOG) = supp (EQ (FF U FE), 


所 以 ,fF 一 在 supp( 让 全 (让 吕 如)) 上 处 处 成 立 . 再 由 命题 3. 2. 2 知 
0 FU 6) gCF) 十 KG = 0， 


妈 pFUE&) 二 0, 这 样 我 们 就 证 明了 六 训 在 站 二 几乎 处 处 成 立 ， 
定理 4. 2.3 (Egoroff 定理 ? 设 序 各 多 且 AD 天 纪元 CC 


硼 , 朋 (Cx) 关 侣 在 呈 上 几乎 处 处 成 立 ,#= 二 1;2,…, 如 果 全 ,} 在 弃 
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上 几乎 处 处 收 钱 于 了 E 服 有 目 (x) 隆基 在 玉 上 几乎 处 处 成 立 . 误 
对 于 每 -- 个 >>0, 存 在 记忆 外 且 祝 EeE 名 ,使 得 rm)<e 旧 (六 ) 在 广 
加 六 上 一 致 收敛 于 六 
证 明 ”为 了 不 失 一 般 性 ,我 们 不 访 设 (元 } 在 立 上 处 处 收敛 于 
了 . 令 
Er 一 站 |z5CFCz (0) < 
则 CC 一 1 ,2,…. 由 于 {了 .在 让 上 处 好 收 僵 于 了 ， 
我 们 记 
二 让 站 Xe， 
则 
limFr =— Sm = ,2+, 
且 癌 必 关 必 各 忆 序 所 以 
C6) limp(Fr> =0. 
从 而 存在 正 整数 noCm) 使 得 K(Pzo)< 冯 , 记 
E = UFsw, 
则 六 E 多 , 且 
三 
去 


Fe 下) 多 > 一 £, 
又 因为 
AOE~ 开关 = A&CA U xsn.,) 
= CABAY U (ALXF ms) — ALX KH sm, 
SXF 
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下 面 我 们 证 明 他. 在 xf 人 上 一 致 收敛 于 地 事实 上 ,因为 对 于 
任何 e>0, 存 在 mo> 上 二, 当 ze 从 Ecw 时 ,XE Ero 即 
zE 站 (rpFr) Fr) < i). 
=r ma) Vip 
也 就 基 说 ; 当 inotmo) 时 
BF 2 Ls 


这 就 证 明了 1{ 记 } 在 AOE 上 一 臻 收 合 于 大 
如 果 { 产 ;在 立 上 几乎 处 处 收 令 手 六 则 存在 吾 E 多 ,全 于 上 且 
mA 人 ) 一 0 使 得 { 疡 ?在 扣 G 上 处 处 收 敏 于 六 由 上 述 可 知 , 对 于 任 
意 e>0, 存 在 站 和 史 , 关 CC 让 使 得 站) < 且 { 记 ) 在 (CAO6) 晶 
这 上 一 臻 收 伍 于 产 因 为 
(AOOOE=(AL SE 
一 让 名 (全 直下 ) 一 下 后 (全 中 着) ， 
、 AKC 国术 SS pO) 十 EY = plE)Y < &, 
2 DDE) EC DB AO HI) 
=min(] G(r) max (OACr) — GOrY)) 
=min{l,max(d (zr), A(z))) 
=(A VU Gr) = ACr), 
所 以 ,存在 四 ECA 且 jp(G 中 FE)<<e, 使 得 {也 } 在 ACG) 上 
一 致 收敛 于 
定义 4.2.2 设 放 :天 一 .F(R),n 二 1,2,… ,我 们 说 { 疡 } 在 
成 EE 依 模 类 距离 Pp 是 基本 的 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 ce 汪 0, 存 在 
正 整数 N 一 N(e,z)>0 使 得 当 nim 闫 N 时 ,成 立 


PO Rr) FT) < 


县 


“14 人 8。 


我 们 说 {5} 在 ACX 上 依 模 糊 距 离 记 是 基本 的 ,如 果 对 于 任何 


z 蕊 41{.(x)} 都 是 基本 的 ;我 们 说 {7.} 在 A 上 依 模糊 距离 一 到 
基本 的 , 奶 果 对 于 任何 的 >0, 存 在 正 整数 N 一 N(e) >0 使 得 当 
nN 时 ,对 于 任何 地 E44 成 应 


PF (TY), Fault)) < 
定义 4.2.3 设 {} 己 服 , 记 七 服 , 记 (zx) 关口 在 卫 上 几乎 处 
处 成 立 ,n 一 0;112,… ,如 果 对 于 答 一 个 e 半 0 存在 FE 多 且 pe(F) 
二 e 使 得 { 声 } 在 六 上 一 致 收 合 于 六 (分 别 地 ,{ 雇 ) 在 世上 一 致 基 


本 的 ), 则 称 !: 疡 } 几 平一 致 收 敏 于 (分别 地 , { 户 } 几乎 一 致 基本 
的 ). 


定理 4.2.4 设 (六 } 己 府 ,7E 林 , 尹 果 { 六 )} 几 乎 一 致 收 化 于 于 
(分 别 地 ,{ 户 } 是 几乎 一 致 基本 的 ), 则 { 关 } 几 乎 处 处 政 笋 于 了 (分 
别 地 , {了 ,} 是 几乎 处 处 基本 的 )， 


证 明 设 处 E 史 , 且 z( 了 一 二 ,使 得 (六 } 在 FF; 上 上 一致 收 全 


于 了 ,一 1,2,…, 令 P= 六 区 , 刚 有 

HF) & pF,) < 
从 而 gC 祖 ) 一 0, 下 面 我 们 证 明 { 记 } 在 关上 收 襄 于 六 事 实 上 ,要 证 
明 { 疡 } 在 六 上 处 处 收 敏 于 了 ,就 是 要 证 明 { 产 } 在 supp 产 上 处 处 收 
铺 于 广 由 于 suppF* 一 supp (( BF.)") = supp ( BF:) 一 
U suppF:. 对 于 任何 的 xE& supp 产 ,存在 mo。 之 1 使 得 zE supp 记 ， 


从 而 四 { 疡 } 在 总 ,上 一 致 收 策 于 7 空 知 ,{ 产 } 在 点 zx 人 天 收 化 于 元 
对 于 基本 列 , 我 们 可 以 类 似 证 明 . 
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定义 4.24 设 { 六 } 握 而 ( 本 ,7E 机 (二 )， 如 果 对 于 任意 给 定 
的 s 0 有 
im “诗作 CA 一 个 
和 


limpa CA Yi ten- ) 二 0. 


对 于 XE (0,1] 一 致 成立 , 则 称 { 疡 在 丰 上 依 模 糊 信 测度 & 收 化 于 
CP) limpt 1 门 XT Tmax) 一 0， 

则 称 { 序 ) 在 亏 上 强 依 模糊 值 测度 上 收敛 于 了 .如果 对 于 任意 给 定 

的 e 汪 0, 有 


lim ya (六 人 门 LAE 所 Co 一 0 


和 


+ 十 -有 一 一 
lim pa (A 站 Ki DA a 12) ) = 总 


EE 


对 AE 《0,1] 一 致 成 立 , 则 称 {f} 在 记 上 是 依 模糊 值 测度 x 基本 
的 ;如 果 对 于 任意 给 定 的 e>0, 有 
(5) limp(2 门 Xia nn) 一 0, 


州 下 局 


虽 称 { 记 在 误 上 强 依 模糊 值 测度 上 基本 的 ， 

命题 4.2.2 设 (7,) 己 疫 ( 这 ), 了 EE 及 (证 ), 则 

(1) 如果 { 声 )} 在 关上 强 依 模糊 值 测 窒 产 收 化 于 子 , 则 { 疡 ) 在 总 
上 恢 模 糊 值 测度 yx 收 钱 于 六; 


《2) 如 困 { 六 } 在 祝 上 强 依 模糊 和 值 测度 产 基本 的 , 则 { 廊 } 在 产 
土 依 模糊 值 测度 x 基本 的 . 
证 明 (1) 因为 AE (0,1] 
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{x3 [fi 2) — Fm) 次 时 世 fi 天 (rz)) Xe} 
和 
{ralft Cn) — fr) | Be} C (zp(f Ce), C2)) Ee), 
所 以 由 的 单调 性 及 {了 .} 在 祝 上 强 依 模糊 值 测度 pz 收 全 于 7 知 
0 Slimya CE NN Xe I 
<limps (EN Rina nF nrd) 一 0， 
和 0 limpt CE NN Xerics-s wsn) 
Slimpt (BE 站 Kinir m7) = 0, 
即 { 坊 ?在读 上 依 模糊 值 测度 x 收 但 于 产 . 
{2) 类 似 可 证 . 
定理 4.2.5 (Lebesgue 定理 ) 设 让 E 吕 ,上 且 (A) 关 吕 ,pA() 
一 {pA);AEB' EA [六 志春 (3) ,Fe 而 (证 ) ,如 果 { 疡 )} 在 互 
上 几乎 处 处 收 笋 于 也 则 他 在 让 上 强 依 模糊 值 测 庆 产 收 伍 于 大 
证 明 ”根据 模糊 数 收 伍 的 定义 ,模糊 数 序列 { 广 Cr)} 不 收 笋 到 
F(z) 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 正 实数 s, 使 得 对 于 ”的 无 限 多 
个 慎 有 z 丘 瓦 .一 {zi5(F Cr Frz)) 所 6. 换言之 ,如 果 厂 是 使 
得 {fCzx)} 不 收 合 于 A(z) 的 点 zx 所 构成 的 集合 , 则 DD= Ulim sup。 
EE.Ce) ,再 由 { 记 ) 在 识 上 几乎 处 处 收 合 于 了 ,我 们 有 C3 门 Xp) 二 0. 


另 一 方面 ;由 的 连续 性 和 
0 起 2A 站 Nm sap_s de) < pA 门 Xp 一 0, 


我 们 有 
0 一 pA NM Xinsonscn) = A(AN XN og) 
= limp(A MN XD se0) 2 CF) limp A N Kaw) 0, 
故 
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《B) limy(4 门 Xp nD) 一 由 
即 {7,} 在 入 上 强 依 模糊 值 测度 产 收 和 伍 于 坟 

推论 4.2.1 设 AES,p(A)A50 ,p(B) 一 {p(tAl1AE SIE 
A' 7) 己 币 (DGE 机 (如果 { 万 ) 在 让 上 扩 乎 处 处 收敛 于 
地, 则 {) 在 谤 二 依 模 糊 值 测度 产 收 伍 于 过 

证 明 由 定理 4. 2.5 和 命题 4. 2.2 立 得 . 

推论 4.2.2 设 让 E 多 , 商 ) 关 辣 ，w( 敬 ?一 1 次) AEE!E 
4 人 亿 } 己 硒 ( 生 ,如果 { 六 } 在 站 上 有 几乎 处 处 基本 的 , 则 { 方 ) 在 蕊 
工 依 模 灶 值 测度 p 基本 的 . 

证 明 由 定理 4. 2. 6 和 俞 题 4. 2.2 立 得 . 

定 建 4.2.6 设计 EeE 吕 , 且 (A) 关 史 和 jx( 加 ) 二 {ptA);AE 
EA (记忆 肌 (A) ,如果 { 声 } 在 多 上 几乎 处 妈 基 本 的 , 则 {7,} 
在 将 上 强 依 模糊 值 测度 “基本 的 ， 

证 明 ”类 似 定 理 4. 2.5 可 还 . 

定理 4.2.7 设 {,} 忆 毅 ,fE 衣 ,如 果 { 户 } 几 平一 臻 收 全 于 了 
(分 别 地 , {5.} 是 几乎 一 臻 基本 的 }), 则 二 ,} 强 依 模糊 值 测度 名 收 钱 " 
于 大分 别 地 ,1 疡 } 是 强 依 模糊 值 测度 wx 基本 的 ). 

证 明 ”如果 { 户 } 几 乎 一 至 收敛 于 产 则 对 于 任意 给 定 的 es 
和 0, 存在 产 E 多 ,使 得 x( 祝 )<6, 并 使 得 { 记 } 在 产 上 一 致 收 全 
于 六 所 以 ,对 于 上 述 e>0, 存 在 N>0, 当 xn 这 N 时 ,对 于 任何 的 之 
supp (FF) 成 立 

PO AT Fr) < 
从 而 ， 


supp(Fy CT {rypef (rx) Cx)) < e), 
故 


{rp CR) (27) Xe) TC (supP( 严 >) 
即 , 当 3 时 ， 
Kp Ts) CO esupptp yr, 

下 面 我 们 只 要 证 明 Xoopperyy CF 即 可 . 事实 上 ,对 于 任何 EE 
《supb( 英 ))c, 刚 z 和 supp(E), 即 亲 Cr 一 0 从而, 疾 Cz) 一 1, 故 
Kisopperys CF. 

定理 4.2.8 设 {f}CC 说 ,了 ,FEE 股 , 则 

(1) 如 果 { 庆 } 强 依 模 糊 值 测度 py 收敛 于 了 (分 别 地 , { 声 } 依 模 


糊 值 测度 wx 收 伍 于 方 , 则 { 坟 } 是 强 依 模糊 值 测度 ”基本 的 (分 别 
地 , 依 模 糊 值 测度 上 基本 的 ); 


《2) 如 果 { 户 } 强 依 模糊 信 测 度 yx 收 钙 于 了 (分 别 地 , { 记 } 依 模 
糊 值 测度 x 收 合 于 亡 ,同时 { 声 } 通 依 模糊 值 测度 py 收 合 于 (分 
别 地 ,{ 声 } 依 模糊 值 测度 jx 收敛 于 8), 则 了 一 站 几乎 处 处 成 立 . 

证 明 

《1) 因为 对 于 任意 给 定 的 。>0， 

{Tp x) fC7)) Xe} 
CC (zz),7 (7)) A 2} U zc (Cx)) 所 到 
所 以 
0 (0) lim pg Xp en, enn) 


Mo 


(Pp) imp (Xen, mT est!) 
十 CP) Hm pi eT ons#) = 0. 
即 {所 } 是 强 依 模 精 值 测度 基本 的 ， 
《2) 因为 对 于 任意 给 定 的 e>0， 
{xp (TIE) Xe) 
-153°* 


C {zB 7 Co) EU (epg) TE) 
所 以 
0 pKinaT ianre) SE (P) lim piracy en, 70) 
十 (P) limpC Xa Ra 人) = 0. 
再 由 :的 任意 性 ， 


PNET ,Fy 0 — O. 
即 了 一 几乎 处 处 成 立 . 
定理 4 .2.9 (Riesz 定理 ) 投 {了 .}C 肌 (3A), 了 EE 前 (A), pu(S) 
二 {gy(0A)1AE 多 }EA' ,如 有 果 ( 雇 } 在 色 上 强 依 模 类 值 测度 jy 收敛 
于 六 则 一 定 存在 {7} 的 子 序列 { 记 ,) 使 得 i ) 在 A 土 几 乎 处 处 收 
敛 于 六 
证 明 ” 玛 为 { 记 ?在 让 上 强 依 模糊 条 测度 产 软 黎 于 六 所 以 ,对 
于 任何 自然 数 业 ,存在 ms 后 得 
A( 有 站 Xe Tye) 去 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 w+ 之 加 一 1,2 ;如 果 我 们 记 
Er 一 Cai D7 sh 
并 记 
F, -NAOAN Ys,. 
出 


. 
一 有 (4 人 区 和 区 7 Fe)! )， 
下 


因此 ,(7,) 在 天 上 一 致 收 伊 于 了 ,i 一 kk 十 1,…. 再 作 记 一 UF,, 则 
* 154* 


{7 在 素 上 处 处 收 敏 于 地 
现在 我 们 只 要 证 明 CAF) 一 0 即 可 . 事实 上 ， 


tb! 

OD 

wy 

| | 
js i 
2 0 


NM UA aN xs)) 
一 个 Ud 全 Xs,) 
以 及 
_ Sl 
AN XE ) SE 之 一 1， 
根据 推论 3. 2. 4 知 


“CAOF = uN UANYK) = 0. 
定理 4.2.40 设 {}C 己 抽 , 如 果 {/,} 是 强 依 模糊 值 测度 x 基 
本 的 , 则 {天 包含 一 个 几乎 一 致 基本 的 子 序列 {5,). 
证 明 因为 ;六 } 是 强 依 模糊 值 测度 x 基本 的 , 则 对 于 每 一 个 
正 整 数 记 ,存在 ,使 得 当 m,n 之 m 时 ， 
CI < 立 : 


令 


A: 一 ins 一 《2 YY ns, 
ny = (Cn 1) Vr 
由 mn<cos<oa< ,因此 ,{ 雇 ) 是 {所 } 的 一 个 无 穷 子 烈 , 我 们 再 令 
B= {zB (zr) 基 去 |， 
则 对 于 任何 BUEwiU EnrU ,kiSj, 我 们 有 


上 二 1,2,-**， 
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< 支 一 过 1 
因此 ,{ 庆 ,} 在 (UE) 一 作 Ef 上 是 一 致 基本 的 . 又 由 命题 3. 2. 5 
A( DXs,) < Ducxe) 一 区 . 
所 以 , {是 几乎 一 臻 基本 列 . 
定理 2.11 设 {所 } 忆 衣 , 对 任何 &>>0,zEX, (inff,(x)}， 
{sup 记 (x)} EA" ,如 果 {J.} 是 强 依 模 糊 值 测度 基本 的 , 则 存在 
7e 商 , 使 得 {六 ) 强 依 闹 着 什 测 度 收敛 于 大 


证 明 由 定理 4.2.10, 在 在 几乎 一 致 基 本 的 也 序列 { 户 ,}, 因 
此 由 定 建 生 包 41f} 也 是 几乎 处 处 基本 的 . 根据 定理 4. 2,4, 存 在 
使 得 Cp)lim.f,《x) 存 在 的 +, 对 于 这 样 的 x, 我 们 令 

f Cx) = CD) limf, (x). 
对 于 每 一 个 s>0* 我 们 有 
{zp (2) Cr)) Xe 


U (zB 0 7) ,7 C0)) X 2). 
根据 恨 定 ; 当 % 和 ns 充分 大 时 ,Yez7.o 7 enr 习 的 模糊 值 测 着 可 
以 是 任意 小 ,而 Kispc7 ,e970nx 和 的 模糊 值 测度 当 kco 上 时 是 赵 于 
0 的 . 即 


CP) lim pisacy nT tne) 一 0. 


我 们 结合 定理 4. 2. 8 和 定理 4. 2. 11 ,我 们 得 到 

定理 4.2.12 设 { 扩 ) 己 税 , 对 任何 >>0,x+EX, {infj,(x)}， 
(sup7"(z)}E4", 则 { 记 } 是 强 依 模 糊 值 测度 x 基本 的 充分 必要 条 
件 是 存在 FE 耕 , 使 得 (无 } 强 依 寞 糊 值 测度 产 收 敏 于 于 

推论 4.2.3 设 { 刻 } 己 机 ,对 寺 任 何 上 >0,xE€X， 
{inf f(z)}, {supf.(z)}E 4' ,如果 存在 5E 耕 , 使 得 { 疡 ) 强 依 模 
糊 值 测度 产 收 敏 手 交 , 风 存在 了 E 癌 ,使 得 关 - 庆 几乎 处 处 成 立 , 芋 
{ 刻 ) 强 依 模 糊 值 测度 w 收敛 于 六 

证 明 因为 (六 } 强 依 模 糊 值 测度 挛 收 化 于 六, 所 以 ,由 定理 
4. 2.801){ 产 } 是 强 依 模糊 值 测度 x 基本 的 ,再 由 定理 4. 2. 11 存在 
了 E 股 使得} 强 依 模 糊 值 测度 收 合 于 了 ,根据 4.2.8(2) 知 了 ~ 
几乎 处 处 成 立 . 

定理 4.2.13 设 { 庆 } 忆 前,fE,AEB, nl 有 0) 关 吕 ;和 (办 ) 
一 WD: 有 EYE 4 则 在 过 下 强 依 模 糊 值 测度 收 伍 于 
7 的 充分 必要 条 件 是 对 王 { 疡 } 的 任何 子 序列 他 } 都 可 以 从 中 再 找 
到 一 个 子 序列 { 雹 全 得 它 在 下 上 几乎 处 处 收 全 于 Ee 

证 明 必要 性 ,加 果 {j,} 在 廊 上 强 依 模 糊 值 测度 pz 收 化 于 J， 
则 显然 {了 7,} 的 任何 子 序列 {了 } 也 在 部 上 强 依 模糊 值 测度 收 黎 于 
7 了 ,对 于 {7,,} 和 了 我 们 应 用 定理 4. 2.9, 一 定 存 在 {7,} 的 子 序列 
{使 得 它 在 序 上 几乎 处 处 收 合 于 六. 

充分 性 . 设 { 记 } 的 任何 子 序列 {7 ) 都 有 子 序列 {/, 使 得 它 在 
站 上 并 乎 处 处 收 笋 于 元 现 证 明 { 坟 ?在 部 上 晤 依 模 糊 值 测度 多 收 
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化 上 地 候 若 不 然 , 则 在 在 s>0, 使 得 
1 站 Khe cr er ) 
不 依 模 糊 距 离 有 收 伐 于 0, 从 而 


bbe 


这 样 ,我 们 可 以 选 出 -- 个 子 序列 { 疡 使得 
Cp) fim 有 a MY Xiaeh, tr ermaes) 
一 C0) lima( MN Korgos enaa). 
因此 ,1 中 就 不 能 存在 任何 在 站 上 几乎 处 处 收 伊 于 /的 子 序列 
(上, 因为 如 果 存 在 子 序列 {f} 在 让 上 几乎 处 处 收敛 于 了 ,根据 
定理 4.2.51f。} 在 训 上 强 依 模 糊 值 测度 收敛 于 说 , 即 
Cp) limp CA 门 Ka, Femse) 一 下 


这 与 
Cp) limx( 扫 | Kunst, en Tey) 0 


是 牙 盾 的 . 


4.3 ”模糊 值 可 测 函 数 与 模糊 值 多 - 畏 数 的 关系 


4.3.1 可 测 室 间 上 的 实 值 简单 .更 -函数 


定 尖 4.3.1 设 : 二 (4,a) 是 一 个 实 值 简单 浙 数 ,如 果 东 皇 宁 ， 
i 二 129 呈 gn; 则 称 s 为 实 值 简单 人 3- 函数 .所 有 实 值 简单 侣 - 消 数 
的 全 体 记 为 名 z ,如 果 对 于 a 宇 0,7 二 1,2,… yr 则 称 5 为 非 负 实 值 
简单 ,如 - 函 数 . 甩 有 韭 策 实 值 简单 光 - 泛 数 的 全 体 记 为 3934. 
注 4.3.1 : 孤 ; 中 包 舍 序 偶 XX},c) ,cER,; 这 样 的 序 偶 叫 做 
常 实 值 简单 总 -也 数 . 
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Cm 


为 了 方便 , 实 值 简单 函数 ;一 (A,a) 记 为 
3 一 -YY ad,. 
注 4.3.2 贞 个 不 同 的 实 值 简单 , 汶 - 函 效 的 信 可 以 是 相等 的 
也 就 是 说 ,两 个 实 位 简单 :过 - 畏 数 的 值 在 件 何 的 总 zeX 部 是 相等 


的 .但 是 这 两 个 实 值 简单 汤 - 晤 数 可 能 旦 不 同 的 . 例如 
例 4.3.1 我 们 设 


X =r0,11; 
> (CA A), (2,3)), 
Ey — (eB,,B, ,By. 2,2,.3)); 
其 中 
1 ~ - 2 
r= 和 人) 一 证 = ,Cr), 
lt2r 
十 区 . z 
Bi (x) 1 十 2 0 
则 s 壮 s' ,但 是 对 上 任何 xEX， 
sw = -二 十 3 = § CY), 
] 二 全 


定义 4.3.2 设 3 一 2 和 71 和 ss 一 2b，B, 十 两 个 简单 攻 
数 , 我 们 称 


ntu DD 52): AB, 
为 5 与 s 的 各 称 。 

ss ab 
浆 5 与 名 的 积 . | 


显然 ;如果 $1 入 32 是 实 值 简单 索 -了 洗 数 时 $1 十 52 与 531 ™ Ba 记 
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是 实 值 简单 多 -函数 ,并 且 它 们 满足 交换 律 和 结合 律 , 同 时 还 有 
(si 十 sz = sr) sa xy, sy sa CXF) = Hr) so). 


定义 4.3.3 设 : 一 PaaS 一 2 * 访 ;是 两 个 实 值 简 
单 . 知 函数 ,六 E .F(X) ,如果 对 于 任何 使 闻 (x) 关 0 的 z+ 及 任意 指 
标 对 27 其 中 1 志 71 侍 ,1 夺 j 祥 9 总 有 

《ai — BN AL) Bx) 0, 
则 称 s, 在 扩 上 先 于 5, 记 为 >a52. 如 果 让 二 , 简 记 为 5 之 s2. 如 
果 mx 且 5 闫 51; 则 称 5 与 $5 在 让 上 是 等 价 的 , 记 为 $51 一 #52. 


注 4.3.3 如 果 * 是 非 负 的 , 则 *>z = 0 

命题 4.3.1 

(a) 如 果 5 芒 az 和 有 A， BB 则 党 )3 

Cb》 如果 5 庆 32 网 51 (TD) 守 sx (OY XEX); 

Cc) 和 如果 5 一 X52; 刚 5C2ACrT) 一 so CX)ACr) YW zxEX. 

证 明 ”显然 . 

注 4.34 对 于 任何 ERX,s(CT) 祷 5 (7) ,不 一 定 成 并 5 六 52， 
进一步 地 ,如 果 stzr) 一 sz 全 站 ,不 一 定 成 立 5~52. 例如 

我 们 设 s 二 2A 十 3A,; 

* 一 2B, 十 28, + 38,, 


县 
st7) = $7), YIEX. 
但 是 由 于 A ” 百 : 天 二 ; 太 di 一 3 了 2 一 可 * 所 以 
$8, 


4. 3.2 可 测 空间 上 的 模糊 和 值 各- 函数 


定 关 4.3.4 设 : XX 一 [一 0, 十 oo 蚌 一 个 广义 实 值 消 
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数 ,s 一 Ye 元 是 一 个 实 值 简单 双 - 函数, 互 E .多 (2X) ,我 们 说 * 在 
方 上 弱 于 .f, 记 为 /一 ws; 如 果 对 于 任何 xz 七 芝 ,我 们 有 
(f(x) — adA(z)}Alr) 0. 
在 名 上 所 有 台 于 了 的 s 记 为 名 (f,A), 在 序 上 所 有 弱 于 了 的 非 负 
5 记 为 汤 +CF, 4. 如 果 衣 一 了 ,我 们 将 它们 分 别 篇 单 记 为 人 3( 让 和 
Bt). 
命题 4.3.2 设 :一 >) ai 和 EE 声 e, 尺 是 一 个 有 限 指 标 集 ,我 
上 入 点 
们 分 别 记 
五 + 一 {2 Kja; > 0}, 帮 -一 全 反 Ka; < 0}， 
st = A 5 ”一 Dar Dh,. 


上 下 
其 中 
pe ft 人 下 + — cs i kK, 
a 一 人 二 
0, i EK\Kt. | 0， iE RK\K 
则 :5 Et ,Hs=s' Cs. 
证 明 显然. 


定义 4.3.5 设 让 :了 一 [一 2, 十 coj] 是 一 个 广义 实 秆 函数 ,s 
所 Bs, 有 EDK) 如果 |- 一 4as5' ;一 as , 则 称 s 在 广 上 偏 
弱 于 六 记 为 了 上 上 一 ia, 其 中 
zy 一 maxfrr) 0 六 (rz) = max(— flr) 0,Y rE XN,. 

注 4.3.5 如 果 了 :了 一 [0, 十 0],5 忆 咏 $; 则 fi 一 as 充分 
必要 条 件 是 了 上 一 ax， 

命题 4. 3. 3 

(a) 如 果 fF 一 sy 则 r) 守 5sCT) (YY XEKR); 

(5) 如 果 对 于 任何 xEX, A(x) 守 0, 则 名 + {包含 所 有 系数 
为 零 的 实 值 简单 函数 ; 

(ce) 如 果 zx) 这 gry XxEX; 则 入 (C(O 站) ; 


《20) 旭 果 ACCB, 有 ,BEX 一 5 则 fss， 
证 明 显然 . 
~ 

命题 4.3.4 设 5 一 a 82 一 :> 号 是 两 个 实 值 简 单 : 闪 - 
函数 ,AE CX), /和 部 是 从 多 到 [一 ;十 oo 的 广义 实 值 滑 
数 , 旭 

Ca) 如 果 5 EBCf A),sEB(g,A) ,sw 十 jEB( 4 g， 
A); 

(6 如 果 5 攻 -Cf AY ,se 38) 出 十 6E 沁 Cr 一 
gsA); 

(te) 如果 EB A EB (gg,A), 风 jE gy 
起); 

CD 如 果品 A EW! (Cg A Mie Bt: 
;A). 

证 明 

C0 设 症 一 a5118 生 一 541 则 对 于 征 何 xEX 有 

fr) adA CA 0 和 tet) IB dA) 0 

因此 ,对 于 任何 XxEX,1i 志 p,1 寺 1 二 gq, 我 们 有 

Cf) TF gr a ToDAIB, CVAC) 0, 
EC +g A). 

(5) 我 们 只 要 注意 到 当 让 * 六 ;了 关 名 时 ,如 关 名 村 育 ) 关 民 , 因 此 
5; Et (fA) 和 532 (Cg, 起 ) 基 i 宇 0 ;从 而 4 十; 芋 0 旭 
可 . 

C02 我 们 只 要 下 明 :对 丁 任何 EX,1&iSp ,lj 入 qq， 

CF) gr) 一 ab A Br IACr) 0 

即 可. 事实 上 , 当 元 (Cry 瑟 Cz) 有 (cr)=0 时 ,上 上 式 显然 成 立 . 当 
区 ， (CBI A YA0 Hi, fir) a; ECT ED EO, 因此 fOr)wta) 
人 4, 从 而 
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Cf OE) ab AB (Atr) 0. 
Cd) 类 似 C) 可 证 . 
命题 4.3.5 齐 六 :区 一 品 ; 十 吕 ] 是 一 个 广义 家 位 归 


i 人 3 = ey rn 一 = [2 一 
数 ,3 一 adlyss 一 26;B; 足 册 个 实 值 简 单 霹 两 数 .A EE 
j=1 


.267X ,如 了 一 a5 基 ast 加 了 一 一 了 
证 明 我 们 内 要 证 明 对 于 任何 xEX 各 1 所 jg 有 
(fr) — pIB CIA) 0. 
如 果 证 (xz)ACx) 二 0, 上 式 昆 然 成 立 , 如 果 训 ,Cx}yACz) 壮 0, 则 存在 
证 使 得 A G7) 访 ,Cx7 有 Cr) 半 0, 义 由 于 了 | 一 xs1, 我 们 有 


fxr) a i 


从 而 
(fOr) — NB (xrIAr) 0. 

推论 4.3.1 设 让 居 : 合 广 文 实 值 商 数 ,ssE 汤 5 如果/ 一 
5 由 广 是 一 个 不 人 负 广 芯 实 值 函数 . 

证 明 显然， 

定 交 4.3.6 

C1) 设 了 :>[0, 二 co] 是 一 个 非 负 广 文 实 值 臣 数 ,和 E 乏 , 找 
们 说 了 是 :个 过 上 上 关 二 区 的 另 - 函 数 , 简 称 计 .地 -机 数 ,如 果 存 
在 和 己 渐 + 7 ,使 得 
Sa A Ry lims. (x)ACr) = fACI(Y rE XK) 

C2) 设 耻 :和 [一 c 呈 十 2 是 一 个 广义 实 伟 函数 ,和 E 演 , 我 
们 说 子 丰 :个 站 上 关于 多 的 光 - 本 数 ,简称 村 上 :35 国 数 ,如 果 
六 和 f-_ 都 是 中 ) 中 定义 的 记 上 .名 -函数 . 

我 们 把 让 上 非 负 :次 -函数 全 体 沁 为 禄 ( 训 , 把 让 上 上 一般 .区 - 
函数 全 体 记 为 涂 ( 训 ) ,如果 让 一 多 ,将 它们 分 别 简 单 记 为 委 - 和 
2 
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定义 4.3.7 

(1) 设 六 ;了 一 .7(R) 是 一 个 模糊 值 函 数 , 计 E 泡 ,我 们 说 了 
ff Et OA). 

(2) 设 广 : 天 一 名 *(R) 是 一 个 模糊 值 函数 ,AE 多, 我们 说 了 
基 一 个 万 上 (关于 名) 的 模糊 值 落 - 医 数 , 如 果 对 于 任何 )E 《0,1]， 
ff eA). 

我 们 把 4 上 /xz) 守 0 Y¥ xEX 的 模糊 值 知 函 数 全 体 记 为 
癌 -( 丰 ), 拒 一 般 模 糊 值 允 - 函 数 的 全 体 记 为 多 (7A) ,如果 = 久 ， 
将 它们 分 别 篇 单 记 为 用 + 和 沟 . 

定理 4.3.1 设 广 :X -> 丈 1 CR) 一 1 2 ,是 一 个 模糊 值 
有 沁 - 滑 数列 上 且 { 六 (zzE4 rzrE 和 如果 


FT EAT EDL) rE 
{4d. 3.1) 


则 存在 了 "各 - ,使 得 对 于 任何 xEX， 
《5) limf, (x) 一 (xr). 
证 明 由 于 对 十 任何 EX,{f,Ce))EA' ; 且 {f(x)} 是 一 个 


单调 增加 的 模糊 数 序列 ,所 以 ,根据 定理 2.4,. 1, 对 于 任何 的 经 
总 ,我 们 在 


(PD) limf lr) A fF (x) € F(R). 


下 面 我 们 证 明 7E 3+. 即 证 表 对 于 枉 何 A€ 00,11, ,A EE 
鹏 我 们 仅 证 明 方 后 更 :站 E 静 + 类 似 可 证 ,要 证 明 广 E. 演 +， 
也 就 是 说 ,我 们 要 构造 非 负 实 值 简单 纪 - 崩 数列 { 吉 } 使 得 它 满足 
下 述 条 千 
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limis C7) = fi (x) (C4. 3. 2) 
fi A= 2 《4. 3. 3) 
fr 入 丰 有 = 12 (4. 3. 4} 


事实 上 ,因为 天 (zr) 宇 0, 所 以 ,对 于 任何 AE€ (0,1] ,六 (zz 之 0, 即 
对 于 任何 4€ 00,1j,{ 记 } 忆 党 +1, 所 以 对 于 任何 4€ (90,1],k 二 1， 
2,"… ,由 定 疼 4.3.6, 存 在 {sx} 局 1'《 启 ) ,使 得 
limsis Cx) = fix), zxEXAE (VOY. (4.3.5) 
Fit~siss AE COn = 112%, (C4. 3.6) 
Shaty PP sinus AE CQO) 12, (4,3.7) 
让 我 们 假设 
Sin = SD a eA (kM ENXN, (4.3.8) 


i 本 (于 
其 中 天 (&,) 是 一 个 有 限 指标 集 , 我 们 记 
Hn Oo Kan) XK RODSA) XXX Enrn), (4,3.9) 
对 于 任何 并 一 (所 五 (我 们 定 六 模糊 华 
Bi = AR， (4. 3. 10) 
和 实数 
pr 一 maxtal" CR a7"), C4.3. 11} 
显然 ,{ 癌 ;EE HCn)} 蚌 娘 的 一 个 有 限 模糊 划分 .和 对 于 任何 EE 
(RD, 训 这 Dy 以 下 


ft 一 Dl: 《4.3. 12) 


RE FL) 
是 一 个 非 负 实 值 简单 铬 -函数 ,下 面 我 们 证 明 {4% 1} 满足 (4. 3. 2)、 
(4. 3. 3) 和 (4. 3.4), 事 实 上 
《JI) 如 果 总 C(x) 一 0, 则 
(fr x) OB Bilx) = 0, 
如 果 焉 人 z) 天 0, 则 对 于 任何 1 一 1， 2 Cr 天 0 由 (4 3. 站) 
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知 
ff EX) 
内 此 ,对 于 任何 %*=1,2,… ,一 Ch) ,下 ,下 世 护 (4) 丰 
fi 2) i, 


从 而 
Cf OR) 一 二) BC 0, Cr EX) 
这 样 ,起 们 就 证 明了 对 于 任何 的 # 一 1,2,…, 和 有 
fi FF -ts.. 
(IE ) 如 果 总 (Cx) ， (Cx) 一 0, 则 
CO CH Br) = 0. 
如 果 天 二 (Ce) 部 (7) 产 0, 则 对 于 任 们 1<&n 有 
tr) 二 总 
上 表 由 (4. 3. 7) ,我们 有 对 于 任何 1 过 i 坟 ， 
a 2 a", 
因此 
br! ~—maxt{ab" 1 sh se a" 1) 
max(ak” 9 100")》 一 可. 
故 
PH IBC Pilr) 0. 
从 而 ,我 们 证 明了 对 于 杜 何 的 


t 


us 
《下 2 因为 对 寺 任 休 xE 有 = 2 
Max (si (zy san CY sees s sms (TY) 
SE 2 max(al ease a)» Br) = ti (7), 
te Tf) 


所 以 ;对 于 任 们 XE 区, 二 1] ,2 :我们 厂 
"166* 


7 limss 【7 一 fu, (x). 


nm 


Tim 所 fr) 让 sup (zy 一 万 (Cr)， 
再 由 (II ) 和 命题 4. 3. 3 知 ， 对 于 任何 <EX， 
im (x) S& fi (C22, 
这 样 我 们 训 证 明了 充 于 任何 XEX， 
lims; ,TY = fi CY. 


Re- 


从 而 我 们 也 完成 了 该 去 定理 的 证 明 . 
推论 4.3.2 设 户 :>[0, 十 ca 一 1 2 是 一 个 非 俩 广 
义 实 值 多 -函数 列 ,如 果 | 
A 
而 存在 FE , 鸭 : ,使 得 对 于 任何 EX 
lim fCx) = f(r), 
证 明 ”只 要 注意 到 ,31 二 党 "及 RCSF*(R) 即 可 . 
定理 4.3.2 设 广 ; 久 ->. CR) 是 一 个 模糊 值 画 数 ,由 下 和 何 
的 陈述 是 等 价 的 ; 
01) fe ; 
《2) 对 于 任何 XE 00,1j 存 在 非 负 实 值 简单 劣 - 摧 数 列 {5, ;和 
‘s+ } 满 足 条 件 
lims,, Cx) = f(r) 和 limsw, C7) = fi CT) EE XK): 


{4. 3, 13) 
En = 11) 


证 明 因为 了 E 泥 + ,所 以 对 于 任 何 A€ 001,11] 个 1 六 
从而 存在 {ss } 忆 B17 和 {sw i? 乞 党 "Cf ) 满 足 
Sa ly 六 Sa 和 stp, 入 3 OO 1 2 
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limss (x) = fi tx) Plimsi tr) = fi (2), (x €E X). 
再 由 命题 4. 3.1 知 

sr x) sr) 和 sr) sr) rE Xn EE N), 
政 {s7) {st} 满足 (2) 的 条 件 , 反之 ;如果 (2) 的 假设 成 立 , 计 我 们 考 
谍 所 (一 0 (20D 和 所 (二 (TEXnEN) ,NI 1 和 
{f+} 满足 推 沦 4. 3.2 的 条 件 , 以 及 

limfs Cr) = fi (x) limft (xz) = f(z) (x EE XY). 
因此 对 于 任何 MG (0 ,及 E 末 ,从 而 7 5 

定理 4. 3.3 设 了 了: X~ 多 "(R) 是 一 个 模糊 值 苑 数 , 则 下 面 
药 陈 述 是 等 价 的 : 

(1) FE 

《2) 对 于 任何 2€ {0,1 存在 非 负 实 值 简单 罗 - 函 数列 {5 。}， 
{ss 和 人 中} 满足 下 列 条 件 : 

lims', (£2 = (fr )- C79, lims't (x) = Cf) Cry， 
Ha (7) 一 《月 》 C2) hme (r) = CF) (2), (x € X) 
各 
Si) 区 3 交 3 
Sn EN, 

(3) 对 于 任何 2E 0] 存在 实 值 简单 六- 遂 数 列 {: 1 和 {5} 

舍得 ， 


万 一 5 了 上 一 一 3 一 2 
利 
lims; Cr) = fi CT) limss tz) = fi Ce), (rE XY. 
4.3. 14) 


证 明 ”只要 我 们 注意 到 对 于 任何 的 AE 《0,1], 由 十: 了 一 
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. 丈 *"{RR) ,使 得 六 和 江都 是 从 天 到 [一 ,十 ce 上 广义 实 值 函 
数 , 以 及 (万 ) 《有 -下 ?+ 都 是 非 负 的 ,使 用 定理 
4. 3.2 可 知人 1) 与 2) 等 价 . 

现在 我 们 人 很 定 52) 成 立 .证 明 (3) 成 立 . 事实 上 ,因为 对 于 任何 
acE《o,1] 存 在 非 负 实 值 简 单 到 - 画 数列 {y。 at) 和 人 fs 
是 单调 增加 且 分 别 收 策 于 (万 ) .CF 和 ( 太 .同时 还 
有 

Cf) mm 和， 
CF i Fn € N), 

让 我 们 假设 


f i n Nn r 十 _ 把 
Sn 一 > ， CE Ai, 3 <， 一 > ， br By, 


hE Ke hE Frond) 
3 一 >， < 3 一 >) a i. ( 严 各 
页 下 Km EE 人 Cn dl) 
我 们 考虑 
5 Ss 
让 EN. 


则 
= 2 2 A 
上 ERE) HE Hen ny 
如 果 世 , 一 吧 衬 0 根据 ( 产 23 广 -和 中 之 0 我 们 有 
CFD CD 一 (加 CC 
Cf), 0) 一向 Cr Br) 0. 
如 果 战 一 中 志 0; 根 据 C7) .一 s% 和 如 主 0, 我 们 有 
CFTY (Cr Ca BD ALC BACL) 
FD) aA 0. 
因此 ,由 定义 4.3.5 知 疡 = 一 s7 ,nN, 且 对 于 任何 xEX， 
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lims, (zx) =lim(si Cx) -- Sa CT)) 


一 lims > 


1 《一 lims 。， (Cx) 
= (fr Cr} CF Cr) = i (x). 
同 理 可 以 证 明 扩 王 一 吉 一 各 aEN 以 及 对 于 任何 xEX， 
lims [| 一 了 (CT), 
这 梓 , 我 们 就 让 明了 (3) 成 这 . 
站 面 我 们 设 03) 成 立 以 及 对 于 任何 XE C0,1]， 
+h 一 > Qa A 5 > tn Bis Cn 全 六 )， 
i ar TF 

证 我 们 定妆 


三 一 >， 6 


人 2E 时 fo 
其中 GODmEKCDXY KO XY XE =i EG(n). 
MOD—H DX HO YX XH jo Ch jr i) Mtn) ,我 
们 有 


er 二 Max Car, sy** 2 Er 一 A a A te A 


ca, 一 max th, a | = Bi,, MM Bs + B,.;. 


显然 ,对 开 任 苛 A (0,1],nE Ni s,m 都 是 北 负 实 值 简单 党 - 函 
数 , 日 对 二 任何 EXEN， 
人 Cr GT Cr) 和 mi Cr) Bt) Cr). 
进 水 地 ,对 于 xERnEN,， 
tr = DY) er Rrticz) 


ET 1) 


> max ta ‘a Ci 人 1 3 i Cr) 
CT 1 
A Ce) A ,7) 
一 >) CE ey Vv Gel ” i ) * A 


iEGin: 1 
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> 2 My 人》 ed Br) = ti C7). 


呈 肥 站 ta 十 1 1 人 亲人 
出 样 可 证 


Marti (TY 守 ms (TY, 
冯 因 为 对 于 慎 何 上 一 ] 2 ns 
(PFC 和 fH), | -Cty)+, 
所 以 对 十 任何 2E 六, 我们 有 
SA mu 


下面 我 们 证 明 
limatx Cr) = CF) Cx), 
串 实 下 ,CI 如 果 万 (0 委 0, 则 
Ci) R00nEN. 
因此 ， 


limt, Cx) = 7) Cz). 
CI 如 果 广 {x) 守 0; 则 
D 扫 《六 (zl 一 a (C(x) =f (rx) 一- tr, CT) 


EA CT) Oo sr) NE NY, 
所 以 
limt, Cr) = 17) (zx). 


即 对 十 任何 xEEX, 我 们 有 

li Cx) = Cf Cr), 
同 理 可 证 ,对 于 任 杀 .x 蕊 驴 , 我 们 有 

linazn Cr) = (CF, Cr), 


用 问 样 的 方法 ,我 们 可 以 构造 非 负 实 值 简单 络 - 阴 数列 {4} 和 


{mw} 使得 它们 | 满 中 
im Cr) Os Cf) (Cx), 
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limma tz) = Ot) Co) ,le € X) 
和 
下 TI ma CH) Mm TI TE XnEN) 
这 样 ,我 们 就 证 明了 C2) 成 立 , 我 们 也 就 完成 了 该 定理 的 证 明 . 
引 理 4.3.1 设 f,g€E 史 1， 
(1) 如 果 衣 = 了 十 g 存在 , 则 EE 各 1+. 
(2》 如 果 呈 一 了 一 存在 ; 则 有 AE 络 
证 明 
(1) 显然 . 
《2) 因为 关 gE 有史 -所 以 ,我 们 能 够 找到 满足 (4.3.2)、 
(4. 3. 37 和 (人 4. 3. 4) 的 非 负 实 值 简单 客机 数列 {2} 和 {)》. 让 我 们 
记 . 


1 
其 中 5 一 7 站 ,s? 一 2) cr. 必 . 则 我 们 有 
EE KEn) JE 
= 2 DB). 


卡 Eni -Ce 
如 果 避 一 G0; 则 由 4(z) 宇 Fz) 和 一 s; 知 
Ch Cr) — (He + Br Crtr) 
Ch CT) Co WY BCICT rr) 
Cf) Biz) 1 Cx) 2 0, 
如 肾 吕 一 cs0 则 由 天-(z) 节 gz 和 有 一 交 知 
Rh CT) BD BCr) » Hr (Cx) 
A Cr DP) + Crlr) 
(gx) — OT) Bx) 0. 
因此 ， 
hE = 112. 
叉 由 于 
。172 。 


lims, (x) =lim(s, (x) — s»(2)) 
=lims: (xz) 一 limsn Cz) 
=f(z) — g(r) — hr). 

这 样 ,我 们 由 定理 4.3.3 知 hE 光 . 

定理 4.3.4 设 闻 ,AE 多, 如 果 了 +# 存 在 ; 则 了 +g€E 堵 . 

证 明 要 证 明了 十 FE 兹 ,就 是 要 证 明 对 于 任何 4&0,11(7 
十 7 (十 i 蕊 名 .事实 上 ,由 于 了 ,#E 秘 ,所 以 对 于 任何 AE 
Of ,fi ,gi 8 EB. 
又 由 于 

(f+ B= 十 & 
一 [L( 记 让 十 (有 3 一 上 (六 ) C8) 
(HB 人 一 天 十 时 
一 [六 ) :二 (gf)r1— LO + {gt}.), 
ROFATO FIO AHO OA) gi) (gi) gH) CE》 
扎 沱 ' ,所 以 我 们 由 引 理 .3.1 知 
Ci (gr NE BT FT) + gi) € B+, 
CFiY + (gt OE BN). (git) € Bt, 
再 由 引 理 4. 3. 1 我 们 得 到 
FFE EB THE ED. 

定理 4.3.5 设 fEB,aE 5 CORDa20 或 as0, 如 果 3 -了 
存在 ; 则 #，fE€ 光 . 

证 明 ”我 们 仅仅 就 < 关 0 证 明 , 当 z 委 0, 我 们 可 以 类 似 证 明 ， 
事实 上 +, 当 a0 时 ,对 于 任何 2€ (0.1 之 中 莹 0 所 以 

(a fr) = a Fr) = bt Mer » fr 7), ft (x)] 
假设 让 一 C7 一 7, 太 二 CD)4 一 C4)_ ,所 以 
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六 Cr) 一 人 Cr 一 AKC 
a fr) at oa FR) 《xz 
因为 了 EE 秘 , 所 以 , (fi E 汤 ! 因此 ,我 们 能 够 找到 满足 
(4.3.2)、(d. 3.3) 利 (4.3.4) 的 非 负 实 值 简单 泌 - 函 数列 5.) ,让 我 
们 | 记 
5 一 > 
EE i) 
从 而 ,由 a 宇 0; CF 一 54 2 二 1,2,… ,我 们 有 
limar ea = oar (fr) Cr). 
(aa CTY Cr — ar a B(x) 
一 上 (CA ), Cx) — ql) Cr) 2 0. 


这 样 gi CT Ha sl 
及 由 于 si 关 sey* 所 以 
(oa 


一 or(ai — aPC Pr) 0 
好 org i 字 ai 于 | E11， 
同 理 可 证 a CY a fy (7-EE 滨 ” ,再 由 引 
还 和 3.1 郑 由， 订 E 沽 枯 ， 帮 E 汤 .从 而 我 们 证 明了 ，AE 
6. 


引 理 4.3.2 设 fgE 游 -, 则 hh 一 max(/ 8g): 滨 "和 y= 二 min 
CN gEB'. 

证 明 我 们 只 证 明 hE%. 事实 上 有 h(2)= (fg) (x) 一 
gLXT) (TEX) ,然后 利用 引 理 4.3.1 知 关 和 声 

定理 4.3.6 没 {f,) 生 名 ,如 果 对 于 任何 x EX， one 
A" , 则 区 一 sup 广 大 一 in[ 访 E 和 %， 

证 明 我 们 只 证 明 友和 .区 坟 E 各 类 似 可 证 . 浪 实 上 ,我 们 记 
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BT) 一 max( 广 (z) 六 (zoom fl)), TEX, 
则 (ga Ce) 一 max (Cf C2 fC (fi)4 Cr) 由 引 理 
4.3.2 知 (gi)1E 呢 " ,时 由 于 
OR ga) CA) (gD TR 二， 
和 存在 名 : 六-*, 实 "(RR) 使 得 
《ET YL CX) 一 lim (Cg; (x). 

由 推论 4.3.2 知 (g7) .GE < 源 -， 

我 们 辐 理 可 以 证 明 (gx) ,tg#) 和 (er 生 5 .再 由 引 理 
4. 3, 1 知 ; 对 于 任何 2€ 00,1]， 

gi CBF), - (82) Eg (gt) (gi) 
这 样 我 们 就 证 是 了 gsupf, ES 

推论 43.3 设 万 E 沁 1, 27m 刚 max 六 ,六 )， 
min(fis fas sf ) EW. 

证 明 显然 . , 

推论 4.3.4 设 {) 忆 入, 如果 对 二 任何 7EX, {7 (x)}E 
4 , 则 存在 /六 E 沈 使 得 ,对 于 任何 了 E 总 

CP) limf tr) = fF (x). 


证 明 显然 . 
4.3.3 可 测 函 数 与 模糊 值 徊 -函数 的 关系 


定 光 4.3.8 
(a) 设 广 : X 一 9"(R) 是 个 懂 糊 值 卫 数 ,让 E. 扣 (XX) ,对 于 
任何 4€E C0,11; 模 类 集合 CF 区 疙 ) 和 CRC 分 别 被 定 交 六 
CO EY CY) E(x)), 
CAF) FYCzY =ECFT 8), Cr € X) 
-175* 


(5) 设 ; 一 >ya 耕 是 一 个 实 信人 简单 函数 , 声 E 到 CR) ,模糊 集 
1 一 上 
5 1( 训 ) 被 定义 为 
$s (EYCr) = Fs(r)), x EX, 
以 及 模糊 集 s'!1( 廊 ) 被 定义 为 
stiE)C) = SE) + ACr), x EX. 
i=1] 
命题 4. 3.6 
(a) s 11 (FE)= DE) A; 
全) 元 果 EE CR), 则 5 ' (EE) 一 余年 ;进一步 地 ,如 果 启 , A 
EPR)iT12 EE); 
证 明 屁 然 . 
注 4.3.6 5 1( 忆 和 st1《E)-- 般 是 不 - - 致 的 ,例如 ,我 们 设 X 
{2 LA rr/rs—=1d + oA Fm|5, 


十 0); 则 
s 1E) 一 好， 5 站) ~ A, A 


命题 4.3.7 设 :一 3 . 元 是 一 个 实 信 简单 函数 , 则 下 列 
陈述 是 等 价 的 ， 


(a) #8E ss 
Cb) 对 于 任何 禄 E32CRD) ,1 (六 ) 所 他， 
《c) 对 十 任何 雇 E 作 (R})H 记 是 闭 集 ,st1 (六 )E 3. 如果 名 是 
包含 常 模糊 集 ; 则 (a) ,Co Ce) 还 等 价 于 (4). 
(4d) 对 于 任何 禄 E 人 BCR) ,s+ (EE 
证 明 ” 击 命题 4. 3.6 可 以 证 明 . 
下 面 我 们 设 学 是 一 个 模糊 集合 的 o- 代 数 , 记 
NN BX), 
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显然 吻 是-- 个 经 典 集 合 的 于 代数 ， 

定理 4.3.7 设 了 :X 一 25:(R) 是 一 个 模 鞠 值 函 数 , 则 下 更 
陈述 是 等 价 的 : 

Ca) FEW; 

(5) FE 向 

(ce)》 7E WB,, 
其 中 名, 表示 关于 多 , 的 模 精 值 . 旬 - 函 数 的 集合 ,页 。 表 示 关 于 (XX， 
罕 。) 可 测 的 模糊 值 函 数 的 集合 . 

证 明 ”因为 对 六 任何 4 人 850,1],e 和 [一 cp 十 ce ] Xifespren3zal 
EE 名 等 价 于 {zy (7) 守 0) EE 多 Xnn cnro 忆 区 等 价 于 {zt 有 (7) 
宇 e} EE 所 流 , 了 E 诅 与 fE 表 ,是 等 价 的 .下 面 我 们 证 明 () 与 
tc) 等 价 . 我 们 只 要 证 明 对 于 任何 AE 0,1], C7 EMo ,tf 7}. 
EMT CD EM CY) EM 人 分别 与 (ff) EE 澳 ? (7)€ 
Et 等 价 肥 可 . 下面 我 们 证 明 Cfx 1 
EM+ 等 价 于 (Cf) E32, 其 中 Mi 各 # 分 别 表示 关于 (XX， 
溪 ,} 的 非 负 广 闵 实 值 可 测 函 数 的 集合 和 非 负 广义 实 值 沼 - 函 数 的 
集合 . 其 它 情况 ,我 们 可 以 类 似 证 明 . 事实 上 ,如 果 忆 EM4; 则 
由 [1] 的 $20 定理 B, 存 在 非 负 实 值 简单 可 测 函 数列 {1,}, 使 得 
tir) tz) ,ime (zr) = CT) 《3 开 和 和 人 12 让 我 们 
垢 谍 所 的 值 

a 
Be) 1 O12 
草 
sy = (CCA, A AAR) Ca sa se A )) 
是 一 个 非 负 实 值 简单 邑 - 郴 数 ,日 
(万 ) Hs 12 
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5 1 芝 和 和 0， 二 
limss Cr) — limt (ze) — CFD Cx) ,x €E KY), 
国 此 ,六 ) 后 5， 
反之 ,如 果 ( 态 ) E 汤 7 ， 则 存在 非 负 实 值 简单 过 - 明 数列 i,， 
使 得 


lims, Cz) — CT)+ Cx), (x € X). 
根据 命题 4. 3. 6 zz) 是 可 测 的 ,所 以 (六 ) | 是非 氏 实 和 值 可 测 否 
数 询 的 极限 , 国 此 ,由 推论 4.1.1 知 C7, EE Mt. 

定理 4.3.8 设 fE 前 , 则 了 EE 洲 . 

证 明 ”我 们 只 须 就 (x) 之 0(z€ 下 ) 的 情 闹 证 明 , 举 实 上 ,如 
些 FGE 亚 :, 则 市 定理 4 3.7 知 FE 汶 5 .因此 ,我 们 能 够 对 于 任 刁 
所 《0,1 | 找到 关于 竺 | 的 非 负 实 值 简单 另 - 画 数列 fs 和 1s) 使 


TF 


> 


Ais Fi) n= 2 
3 
limss, Cz? = fi 2), link 一 六 (rz € KX). 
又 因为 铬 所 多 ,所 以 任何 关于 各 , 移 非 负 实 值 简单 客 函数 都 足 关 
于 各 的 非 负 实 信 简 单 .六 -函数 ,内 此 ,7 妇 +. 也 就 是 说 fE 
疙 1 .这 样 我 们 就 完成 了 该 定 地 的 证 月 
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第 5 章 ”模糊 值 积分 
s. 夺 模糊 值 用 -函数 的 模糊 值 积分 的 定义 


s 11 实 值 简单 妥 - 函 数 关 于 实 值 测 度 的 积分 


设 史 是 一 个 了 上 的 模糊 集合 代数 ,jp 是 定义 在 党 上 的 一个 
实 值 测度 . 


定义 5.11 设 ; 一 aE .入 s, 丰 名 ,我 们 说 ;在 页 
i=] 


上 是 pw- 林 积 的 ,如 果 对 于 任何 指标 i,1<isn 有 
mA A = 二 = 0 


| sam 一 Ya, ” Jnl A " 已 ) 
i=1 


天 


则 称 它 为 * 在 亡 上 的 ww- 积 分 , 当 二 X 时 ,我 们 简单 记 为 |sdix . 
命题 5.1.1 
ca) 如 果 s 一 a0; 则 5s 在 及 上 是 jw- 可 积 的 ; 
(8) 如果 pu( 蔗 ) 志 十 吕 , 则 任何 实 值 简单 汐 - 果 数 都 中 me- 可 
积 的 ; 


(ey 如 里 51 字 有 52: 则 | sam 池 | sam 


CD) 如 果 s~ases 风 [sdys = | .sdm 
(e) | sam | ” dm 
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证 明 (Ca) (的 显然 成 立 .下面 我 们 只 证 明 (c). 事实 上 , 设 5 一 
| M 人 A, $21 一 > * 五; 请; ,如果 5 3ezszy* 则 对 于 任何 使 ACr)F0 
的 点 和 任何 指标 对 ij4i 一 1， 2 pj 二 42:9; 有 

Ceer 一 Bb) AT) B(x) 有 
从 而 对 于 冰 tz)， 站 (rz)， 冲 (zz 天 0 的 点 z, 我 们 有 
GT 


国 此 ,对 于 任何 1 一 1 2 六 ,7 一 1 2 有 
a old Bj A Bb po B+ AY. 


> Ye :f(A A) 一 Ya, Dh .B,. A) 
-六 ape( 电 (人 声 - 轴 ) 一 3 “nA A X) 
一 > 。 pl A " A) 


£ 9 ¥ 加 
>) Dol A ” B; " A) 一 Sp, (BB, " AA), 
il jl 5 一 1 
知 绪论 成 立 ， 
疡 
定理 5.11 设 5= DarA€E s,s: Db BE€ 0,, 
;一 1 


j=1 


AB,A EE k= 1 aE RR, 
ta) 如 果 元 们 下 和 = 宙 是 在 站 上 pg- 可 积 的 ; 则 s 在 广 圭 也 呈 
襄 - 可 积 的 . 如 果 5 之 有 0, 则 
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| sdpe SE | Sd os 
下 瑟 


(a) 如 果 户 ,, 雇 ,,…; 记 是 证 的 有 限 模 类 划分 ,s， 是 EB 上 jpg- 可 
积 的 , 则 


£ 
| am 一 2 jam 了 


Co) 如果。 是 在 上 pw- 可 积 的 , 且 存 在 一 个 单调 增 序列 (及.) 
CC, 使 得 和 一 ma 下 , 则 


| sam ~ lim | ad 
{a 如 果 { 和 i 过 学 是 一 个 单调 减 小 序列 :部 一 im 人 和 本 1 是 在 
本 上 yw- 可 积 的 , 则 
[isan 一 lim ,dee 
(ey 如 条 5 和 ss 在 访 上 都 是 Am- 可 积 的 ， 则 3 十 Sa * $1 在 详 
| (41 十 52) dpio 一 | sam 十 | sa 


be *“ 51)duo = a * | sdm- 
证 明 
(a) 因为 六 是 在 吾 上 ype- 可 积 的 ,和 这 芒 , 所 以 
pn( 有 站) 一 十 oo 二 jm (CAB) 二 十 co 一 ai 二 0. 
故 s% 是 让 上 的 po- 可 积 实 值 简单 够 - 肖 数 . 进一步 地 ,如 果 :1 守 a0， 
则 对 于 使 4z) 天 0 的 点 zx 有 4 于 90s1 一 1,2,… sp, 从 而 
| 一 2 "A Sia, "pe A 一 find 


i—1 


《由 《a7 知 1 是 在 EGS=1,.2,",k) 上 po- 可 程 的 , 民 由 于 
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1 是 音 的 有 限 模 糊 划 分 ,所 以 它们 是 不 交 的 ,日 百 = 
DB, 因此 ,对 于 任何 zl 2 ps, 


-~ Ts ™ + 5 
tld BY = pl A DE = Yh . By. 
7 一 1 J 


自 
| aam 一 2 - AA * EH) 
£ 
= Da 二 SA, * B,) 
i ;=1 
大 下 
一 > Da A, 和 六)) 
ij | 这] 
， 
= Dyna 


2) 因为 入 己 衣 ,一 1,2, ,所 以 ,由 5 在 下 上 jp- 可 积 知 s 
在 本 上 也 是 2o- 可 积 的 ,六 一 1 .2 又 由 于 二 im 邱 ,, 所 ,| 
于 性 何 7=1,2,. hm 


“pe: {A + 所 jex 单 调 增加 收 黎 于 村 。 可 . 因此， 
lim (hh, * A) = po CA, AY. 


从 而 


x 
nan -各 时 waG 


-二 


一 er pA 证) 一 | sam 
{9) 类 假 于 tc) 可 以 证 明 ， 


» 
(e) 因为 5 二 5 二 > (ai 二 5) 遍 ， 育 ,所 以 由 ss 和 5 
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都 是 让 上 Am: 可 积 的 可 知 ， 
[eA . 交 ) 一 十 cm=al 一 0; 


, A = 用， A -一 CT 一 
ef 了 2 全 [0B, . 4) 一 十 人 


pA B; -一 十 co 十 下 一 0 下 wa 一 耻 . 
所 以 25: 十 利 都 是 六 上 Am- 可 积 的 :是 


| (31 个 Sa) dp 
3 


z 了 加 
— Do thm A B.A) 


i=1 jl 


EE 1 外 rn ~ oe 
= Pal Dm Bt Do Dm Be A) 
i=1 i=] 1 


t=1 


pp 了 ~ 一 ~ 9 一 一 
— Daml HABIT Dbl OR, B+ A 
?一 ] 一 1) J 


户 


一 了 > ap " 所 ) 十 > 5, " ra * A) 
一 1 1 1 
| adm 十 | sau 
和 
| esodum = Der erp CA, A) = eV amlA. 记 ) 


t=] 


=a: | same 
4 


kL) 


定理 5.1 2 如 果 六 一 20 四 2 一 12， 尾 个 非 负 


实 值 简单 :多 -函数 划 调 增加 序列 ， = Pa: 于 是 一 个 非 负 实 值 简 


单 : 渐 - 函 数 , 是 和 利 友 当 一 1 2，… ,都 是 jo- 可 积 的 以 及 + 在 所 上 弱 
上 酒 -函数 =(z) 一 limzbCz)kzEX)， 则 
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站 


i te 2 | td pe, 
| 各 之 | Fo 


证 明 证 我 们 记 

KO {ly RK (1 2 rk} ,= KE, XK, 
显然 (Cr 人 一 和 六 名 To 是 三 的 -个 有 限 模 灶 划分 . 
让 我 们 考虑 如 上 下 定 交 的 实 值 简单 朋 - 函 数 : 

ja >») av 和 ss 二 > a Cn EN)., 


ET EL, 


我 们 不 难看 到 ,s 和 s, (mn€ NN)}) 都 是 非 猴 实 和 值 简单 . 物 - 函 数量 它们 是 
mi- 可 种 的 以 及 


| am 一 | dp, | sam = | adm， (aa N). 


显然 ,zz) 一 limomtz)CzEX) 和 是 在 乞 上 弱 于 = 的 .因此 ,我 们 
只 要 证 明 
lmj sam 之 | an 
即 可 . 事实 上 ,因为 上 “在 皇上 弱 于 zx 所 以 ,对 于 任何 zE 王 及 Ti 
KK 有 
C27 aAr) : ACr) 0. 
不 失 一 般 性 ,我 们 能 够 假设 A 着 OGER) 和 人 关 什 (EK,， 
n 蕊 N). 因为 Ds) 一 Jr EE 蔗 ) ,所 以 ;对 于 任何 使 (zr) 闫 0 
的 xz 蕊 有 卫 存在 jE© 下 使 得 
zt a 0. 
不 我 们 记 
R{r} = (I EE KK; ArT) 天 0 
显然 ,对 于 任何 xEX,KK(x) 关 后 , 且 对 于 名 (x) 关 0 的 4 有 
Zt) a 0 7E KC). 
下 面 , 我 们 分 两 种 情况 讨论: 
。184 。 


(1) 对 于 每 一 个 jE 下 ,我 们 有 aj 二 0. 在 这 种 情况 下 ,s(x)= 二 0 
Cx 天 ) 利 | am 一 6. 因为 
本 六 0 和 人 人 天 


所 以 , | ,sd = 9 到 | sdy, 从 而 


im| sd > | dpe. 
lim udp sd 


Ee 


(2) 存在 jEK 使 得 a&j 尖 0. 在 这 种 情况 下 ,我 们 记 
r= min{taa; > 0}. 
令 E 是 在 C0,9) 中 任 取 的 ,这 样 ,我 们 可 以 推出 
jE KC ztr) > a — €, (A(x) 天 0) 
因为 z (x) =lims,(z) CzEX), 所 以 ;存在 no 一 n(x,5) 使 得 
so Ta ef E KC AC) 天 0). 
叉 因 为 {5,}) 是 一 个 单调 增加 的 实 值 简单 多 -函数 序列 ,所 以 ， 
Sa) ET) (TE XNnEN). 
从 而 ; 当 nn 宇 nCz;8) 时 
S(T a (FE KClr), ACr) 天 0). 
如 果 存 在 jE 开 (z) ,有 Cr) 了 0 使 得 对 于 任何 i€ 下 ,nn 守 mntr ,8) 有 


a? EA; 一 E. 


则 
ST) 一 Da RB) Ea & 
让 


产生 牙 盾 ! 因此 , 当 safe) 一 intffatzye); 疯 (rz? 关 0) 时 
d= EDL; a 一 E) 区 3. 


让 我 们 如 下 定义 模糊 集合 六: 
V， 当 n < ne). 
M, = | DO 当 n> ne). 
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因为 多 是 模糊 集 的 -代数 各 E 多, 所 以 ,对 于 任何 nEN ,说 ,€ 


6 我 们 首先 证 明 1 彩 ,是 -个 单 j 
和 荨 上, 当 mafge) 时 , 衣 . 一 可 所 解 ，.; 涯 
我 们 有 


叶 增 加 的 模糊 集合 序列 . 事 
nn(Ce)H, 因为 Sn 2 48 » 


(一 
对 于 任何 ?7GE 天 GE 大 和 和 > 和 入 成 立 . 如 果 机 (xz =-0, 不 然 行 
证 (CD 拉克 7) 如 果 县 ,Cx) 关 0. 风 我 们 能 够 在 J 中 找到 序 对 


Gi: 让 使 得 侣 (x) 隆 0. 即 
Cc) 0 和 Ce 
医 此 ,对 寸 每 一 EK CG) 一 {全 EK 
ICz) » Arcr) 
从 而 ,我 们 得 到 
-| 


位 = 


这 样 ,我 们 就 有 


a 一 EE， 


一 全 (rz) :Ar) 


由 
CT。 > iC 
PER Ir) 


1 
Mr) = >) Crtz) 
De, 
= > Ar(x) 
人 
了 1 
< Di 
HE KI TE TAC KR, | Cr 
_ 了 sa | 
一 > > 人 Cr 
jE NER 1 
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0. 


,Cr 天 0 有 
天 0. 
筷 Kl 1 CT}, 


> 加 + 


和 天 1 


st), 


一 > > Ct (XA), 


iE RE KR, LE) 


其 中 二 人 EKRCr)353 全. 门 E4 使 得 C(x) 淘 0). 又 因为 对 二 
任何 jE， 
Kix) XK 17 Cs 
所 以 
MA EY DD DE > COz) = 


jE ER Ir CE 
这 样 ,我 们 就 证 明了 ! 冯 .中 一 个 单调 增加 的 模糊 集 序 询 ， 
ii 我们 征明 
limM, — X. 
事实 于 ,如 果 对 于 任何 xEX 和 这 ntz,t); 存 在 jEK(z) 和 iE 
天 (xzr) 使 得 下, 六 生产, 则 
天 CC) 


习 此 、 


Mr = OY Cr) 


ED 


= 9) Amr) Ax) 一 1. 


内 KR 1 Kx 


pe 


(a €) 了 >， ol, AY 


=(a— em OD CC, A 


人 
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一 (ea — ed, . AY. 
所 以 
lim | sam a — se) lim (th, .A 


=—(a— etlimith, . AYY 


一 (g 一 外， po 人 站) 一 十 oo 莹 | au- 


0) 当 ma) 近 十 ce 时 ,让 我 们 记 
B= maxlasj € k), 


则 
| sad peo 一 了 >， Ge Ho CY, * AA) = 2 CD 。 por, " A) 
所 NEL (ET, 
> > (os 一 sp 人 (人 让) 
CE 
一 >， dp * A) > E* rl, . A) 
CE CE 
一 >) ao(C ” A) > a , " A) 
ED, HDNET WI, 
一 spo( 总 " 六, ). 
>| am 8 BD mt, A cplH Ly) 
4 EW, 
-| sd 一 有 >) pO A VY pt, 广 )] 
A EE ED 
一 Epo( 打 。 My 
=|[ sam — BCMA) -mA eA. 
从 而 


lim | wdm >| dm 一 Plpot 一 tm (A)) 一 spo tA) 


本 一 -ce 
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=| an 一 Epo 二) 六 | sdru- 


推论 5.11 设 AEfFE Bt(A), (sr.) {51} Et(f A), 
如 果 

(Qa) Srp A N12 

(5) se 和 品 是 在 直上 gw- 可 积 的 ,n 一 1 ,2,*…， 

Cr) 对 于 任何 xwE 及 

limss(z) » ACz) = lims; (x) » ACz) = f(z) :ACz), 


则 lim | :de 和 lim ,sidp 存在 , 且 
tn ed ~ tim dee 
证 明 首先 ,由 定理 5. 1.2 ,对 于 所 一 吕 导 一 下 一 了 ,我们 得 到 


lim Ad pe 半 | sam 让 一 1,2,""， 


Nom 


从 而 ， 
lim | dp 安 tm| dr 本 lim| id、 
反之 , 同 理 可 证 
tim | sam 主 Lima sd. 
故 


Hi de — 1i | :dp 
im 2 ko “un a Ho 


5.1.2 模糊 值 史 -函数 关于 模糊 值 测度 的 模糊 值 积分 


定义 5.1.2 设 让 EE,fE 党 1 让) ,区 果 存 在 1 和 志 : 汪 10CF， 
二 ) 使 得 


Ja -1 2 A n= ]12"**, 
和 lims, Cz) + ACx) = f(r) +- Atxr} (x € KX), 
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我 们 记 
| dpe 一 im| sdw， 


并 将 其 称 为 了 在 A 上 的 wur 积 分 . 如 果 | am < 上 + ce, 则 称 了 在 
让 上 是 geo- 可 积 

定义 5.1.3 设 有 4E 吕 ,ffE 霓 ( 冯 ), 如 果 f+ 和 /都 是 六 上 
two- 可 积 欧 非 负 袜 值 鹏 -函数 , 则 称 了 是 Am- 可 积 的 ,将 


jan 加 jf q 一 j de 


称 / 在 让 上 的 和 %- 积 分 ,特别 是 当 二 XX 时 , 记 为 |7am . 
定理 5.1.3 设计 Eg,fE 久 (人), 如 果 了 在 入 上 是 如 -可 积 
的 , 则 存在 实 值 简单 多 -函数 序列 {5,} 是 在 育 上 mm 可 积 的 ,日 
[am lim | dp 


证 明 ”如果 f 是 非 负 的 ,结论 显然 成 立 . 现在 让 我 们 考虑 / 
含有 负 值 的 情况 . 由 定理 4. 3. 3 知 ,存在 非 负 实 值 简单 获 - 函 数 序 
列 人 9 一 2) 六 户 人 一 > :以 ) 单 调 增加 并 收 襄 于 了 和 


此 民兵 fm hE STiny 
了 , 且 
fa | 一 53， 一 1 2， 
让 我 们 令 
Sn 二 
则 


= 2 9 HOB. 


EirihE Tiny 


对 于 任何 上 各 式 , 如 果 有 遇 一 总 闻 0, 因 为 臣 衬 0 我 们 有 
Cf Cx) CB BG) ot CryACr) 
Cf) BBR) Cr ACr). 
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又 因为 f | 一 2s; ,所 以 
Cf 2) BADBr) : Cr)ACr) 0 
即 fi 一 ass sn 一 1;24…, 如 果 慨 一 OE0, 因 为 训 写 0, 我 们 有 
(Cf (zy Ce HDB) - OC) ACz) 
EF Ce) Br Cr) + ACx), 
到 因为 了 | 一 zs* ;所 以 
CF (rT) Ce — DBICr) :Clr), AC(r) 0, 
归降 一 1 1121 且 
lms, (x) =—lims; (x) 一 limss Cx) 


=f+ (rz f(r) = f(z), 


lim| dz =lim| ce 一 sa 
im fio lm a Sn yd pn 


(ja 一 jsam| 
—lim| ,sd 一 lim | sdm 
=]f; da 一 | dp 一 | au 
定理 5.1.4 设施 E 多 ,geE 用 -如果 ff 所 g; 则 
| A | aa 


如 果 g 是 在 和 直上 pm- 可 积 的 , 则 了 也 是 A 上 pw- 可 积 的 . 


证 明 设 伺 } 和 和 {22 是 和 gg 的 满足 (4.3.2), (4.3.3)， 
(4. 3.4) 的 两 个 非 负 实 值 简单 名- 兽 数 , 又 因为 对 于 任何 +EX， 
XE 和 ga 
这 样 ,我 们 用 1 他 代 埋 定 理 5, 1,.2 中 的 tsg 代替 =: 起 代替 (我们 


由 定理 5. 1, 2 得 到 ,对 于 任何 上 一 1,2,… ,有 
“。 191 ， 


[edn = lim | ad 次 | adm， 
因此 
| gd 六 lim| sam 一 | am 
推论 5.1.2 设 环 E 欠 ,如 果 * 和 ?是 两 个 本 上 非 负 实 值 wm- 
可 积 的 简单 甸 - 函 数 , 且 s(x) 所? Cr) (rER), 则 
[sa < | 
定理 5.1.5 设 AEE, 了 ,gE 和 纤 + (1), 则 
| (fF 十 Eydjp 二 | man 十 | eau 


如 果 了 和 gg 都 是 万 上 mm- 可 积 的 , 则 /十 E 也 是 二 上 jw- 可 积 的 ， 
证 明 ”我们 只 须 证 胡 第 一 部 分 . 设 {s,) 蚌 久 +(f,A) 中 的 单调 
增加 且 收 敛 于 六 的 序列 , ss} 是 另 + Cg, 记 ) 中 的 单调 增加 且 收 僵 于 
g 的 序列 , 则 {5 十 C 作 1 (f+g, 有 A), 且 
SA 二 1 
lim ts, + yr A = CCz) + gr ACr). (rz EX) 
因此 


[G+ Dam im, + sap 
lm a + lim| sd 
=| fd 十 | gdp. 
推论 5.1.3 设 AE 多 ,fE 久 (4), 则 |f|E. 久 1' A) 上 且 
[ED 


进一步 地 ,在 家 上 ym- 可 积 的 完 要 条 件 是 |f| 在 六 上 po- 可 积 . 
证 明 因为 了 E 殉 (和 所 以 广 , 广 所 5 4) 从 而 由 引 理 
] 192 . . 


4.3.1 逢 1 一 卢 十 广 E 甩 :和 .这 样 , 由 定理 5.1.5 知 
[lla = | fs dm + {Ff- dx. 
推论 5.14 设 让 E 史 ,了 E 霹 (A), 如 果 了 在 上 po 可 积 ， 
则 || fa) < | lf lam. 
证 明 显然 . 


定理 5.1.6 设 肥 Ef,gE 名 ( 夺 ), 如 果 f 和 g 都 是 在 万 
上 各 -可 积 的 , 且 f 十 g 存在 ; 则 ff 十 g 在 万 上 pw- 可 积 且 


(Ke 二 g}djw 一 | 十 | am 


证 明 由 定理 .3.4 络 十 g€ 绝 (A), 所 以 由 推论 5. 1. 3 知 
1f+g1€E 多 + (7A), 又 因为 了 和 g 都 是 在 站 上 pw- 可 积 的 ,所 以 再 
由 推论 5.1.3 知 |f| 和 |g| 是 jw- 可 积 的 ,从 而 由 定理 5.1.4 及 |f 
二 +g| 所 [| 十 lg| 知 | 十 gl 是 在 A 上 pm- 可 积 的 ,从 而 f 寺 +g 在 六 
上 jw- 可 积 ,是 

(f+aet— fia. =/+e=f— f+ge—g 

—tfi++ gag) 一 (六 十 ED) 
从 而 


| 十 gy dj 十 | 广 dye 十 | dyso 


二 | ce 十 gg)_ djpw 十 | 六 dpe 十 [2 dp, 


[G+ gd 
=| .0 十 gt djm 一 + 8)_ dp 


-| fs de 十 | dps 一 jf .da 一 | dp 


+ 193* 


=-[| A dpe 一 | dp 十 (| 8+ dpso 一 | de 
=|,fam 十 | ,gdp 
定理 5S.1.7 设 序 E 多 JE. 霹 (让 )，aERR, 如 果 了 在 亢 上 mm- 
可 积 , 则 az 了 在 二 上 Am- 可 积 , 且 
| epdm = «| fade 
证 明 
(1) 了 是 非 负 实 值 吕 - 函 数 . 


[| 


(i) 如 果 a>0, 则 存在 (5= 2 2? 如) 己 多 ' Cf ,2A) 且 


Sti SAS RO 
和 
lims Cx) ACr) = fr)ACr) ,x 大 KY. 


kim) 


由 命题 4. 3.4, 所 以 ,| .一 人 Ca a) 加] CBt(la，/,A) 且 
CS | dS] 
和 
limas, (x) - ACx) = af (x) ACr), Cr €E X), 
因此 


| * fd -lim| < ~ sd pro 


=lima . | sam =a: | fan. 


ii) 如 了 果 a= 一 1, 则 Ce， 户 + ==0 和 tae* 广 = 二 六 所 以 我 们 有 
| ce » fy dp =| ce + fy dpm 一 he “1)_ de 


= | .oam 一 | ,fae 一 全 [fa 
* ]94* 


Ciiy 如 果 a<<0 且 天 一 1, 则 一 sa>0, 这样, 由 旨 D 知 
j= a) fdjw 一 一 | ap. 
理由 it) 知 
| ee Pd =|, C0 dp =— | a fdp 
二 一 {一 ©| fd =a* | fa 


(2) 了 是 一 般 实 值 儿 - 消 数 . 
GD 如 果 a 宇 0, 则 由 于 是 在 万 上 pw- 可 积 的 , 则 了 各 在 
关上 也 是 j4- 可 积 移 ,从 而 由 二 知 af4,af_ 在 色 上 jp- 可 积 且 


| eepdaw =| caf Va — | Ce f- Yd 


-中 am 一 中 du 


=- 中 | 六 am 一 | f- dt) = oa] fam 


《iiy 如 果 a<0. 则 kz 门 - 一 (一 由 Fa 门 -一 (一 o ， 记 在 
站 上 mm- 可 积 且 由 人 ?的 (GD 可 知 


| epam =| cm， dp 一 | am- dye 
=| .一 Df 一 | (一 wodm 
=( 一 o|. 广 tm 一 Co | Adam 
= 人 | Adam 一 | 六 dm 


= 中 am 


结合 定理 5. 1.6 和 定理 5. 1. 了 ,我 们 有 
定理 $.1.8 设 和 E 区 ,sgE 滞 (asBER, 如 果 厂 和 都 
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是 站 上 pa- 可 积 的 , 且 af 十 Bg 存在 , 则 epFHpg 在 站 上 Am- 可 积 ， 
及 


[caf + Beydi = «| fds + 8 gas 
推论 5.1.5 设 订 和 多 ,ge 五 ( 有 ,如果 所 g; 则 
| am 在 | saw 


证 明 设 4==g 一 了 f, 则 由 引 理 4.3.1 知 hE 泥 1! (站), 再 由 定理 
5. 1.8; 我 们 得 到 


o< | hm = | gam — | fdim, 
故 
| am < | gdp 
定义 所 .1.4 设 AES, 了 FE 这 (HX), 如 果 对 于 任何 AE 00,1]， 
石和 碎 都 是 在 站 上 分 别 关 于 所 各 可 积 的 , 且 存 在 实 值 简 


单 知 函 数 询 {5 } 和 {si} 它 们 分 别 是 在 记 上 pj;- 可 积 的 和 由- 可 
积 的 ,并 使 得 对 于 ME (0,1] 一 臻 成立 


| am = lim | shqip , 
册 称 7 是 在 亏 上 六 可 积 的 , 且 称 
| 7az = [Ara | fd | 


ME [0.1] 
为 7 在 所 上 的 模糊 集 值 积分 ,特别 地 , 当 A 天 时 , 简 记 为 [了 dy 
引 理 .4.1 设 p 是 多 上 的 一 个 模糊 信 测 度 , 则 对 于 任何 
ME (0,1],m 一 上 岂 一 后 是 多 上 的 实 值 测度 ， 
证 明 显然 
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定理 5.1.9 设 广 E 艺 ,FE 欧 人 1) ,如 果 对 于 任何 aE (0,1]， 
| au 六 0 或 jfidm>0 , 则 | .7an E 安 "(RR)， 特别 地 , 当 
EE 多 1 (ND) 时 ， 上 7dueeE P+ (R). 
证 明 
{1) 我 们 先 证 明 , 对 于 任何 XE (0,1]， 
[fia 下 an jz gf. 
事实 上 ,我 人 不妨 假 设 | 所 dz > 0, 则 
[fram > | am 
再 由 推论 5.1.5 知 
| ram 二 | fra < | fram. 
故 
站 aur， | fide | 好 
“2》 我们 证 明 , 对 于 任何 为 ,为 后 (0,1] 和 <， 
[rams ane [ras star ] 
事实 土 , 由 于 万 (or) 委 万 Cr 和 太 (Cr 字 所 (zzEX 和 


DAE 
所 以 
| fram < | Fide 
及 
| fd > [fid 
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故 
[Ad ’ [iar jc [Adam ? [idm | 
这 样 我 们 就 证 明了 |， 了 dx € 多 "CR) . 
当 FeE 劳 (人 时, 我们 可 以 类 似 证 明 


| fdn€ .Fr (CR). 
定理 5.1.10 设 人 EB,fE 吉 (AA), 如 果 了 满足 定理 5.1.9 的 
条 件 , 则 
| Fads = CD limz， 
其 中 [am ” [a] ?人 
证 明 ”由 定理 5.1.9;, 对 于 任何 A*€ (0,1]， 
tm ads < tba 


如 果 等 式 成 立 , 显 然 . 如 果 等 式 不 成 立 , 我 们 可 以 证 明 , 存 在 NN 
0，* 当 nN 时 ， 


| sa < | sa 
从 而 
ssa, | tart |# 2 ,a> N. 
同样 可 以 证 明 
san en P [leasen], aa 
期 当 2 六 六 时 ,a 所 名 '(R). 再 根据 定理 2.3.2 
| fdr = (D) lima,. 
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s. 2 模糊 值 多 -函数 的 模糊 值 积分 的 性 质 


定理 5.2.1 设 E 多 ,了 ,EE 视 (A) ,aE .FF' (RI)H oe0 或 a 
0 ;, 则 


(1) 如 果 f 和 各 都 是 在 六 上 p- 可 积 的 , 且 了 十 # 存在 , 则 f 十 & 
也 是 在 和 站 上 产 可 积 的 , 且 


ho+ Par | Td + gd 


(2) 如 末了 是 在 色 上 ye 可 积 的 , 且 720 或 和 0, 则 &*f 也 是 
况 上 上 广 可 积 的 , 且 


| Dar=a. | Fax 
证 明 
(1) 因为 六 有 在 互 上 都 是 六 可 积 的 ,所 以 ,对 于 任何 AE (0， 
1],/7 ,f+ ,gx ,gt 都 是 襄 上 实 值 风 - 函 数 且 分 别 关 于 pr 入 
可 积 的 ,因此 ,由 定理 5.1.6 知 , 广 十 gr ;六 十 gi 在 外 上 分 别 关 
于 A 辣 和 所 可 积 的 ,于 


| 二 grydid = | am 十 | ea 
及 
| 十 8 yd ea 一 [1 dpa 十 |8: dys - 
从 而 ,我 们 由 (十 区 一方 十 gr 人 十 一 由 十 时 可知 , 子 十 直 
在 让 上 -可 积 , 且 
1.G+ du 


AE -人 .11 


=- 1U 并 | .7+ Brdm ,| 7 一 2D7amt | 
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= UW 2 | + gr yd ,J Ut 十 时 ?dl | 


=,ll 1] 


一 |; 万 dp + | ard ,| fidist + etd | 


aE HY il 


et HW 1.] [|; fx dp ,| A dee ]+ +, UL [ea | ea 
1 fdap 十 | Bax. 
《2) 因为 7 在 拷 上 pe 可 积 , 所 以 ,对 于 任何 AE 00, 万 ,让 


分 别 在 外 上 关于 点 和 pt 可 积 ,因此 ,由 定理 5.1.7 知 ,对 于 任何 
a,BER,a* fi 和 8: 扩 在 所 上 分 别 关 于 pr 和 pdt 是 可 积 的 , 且 


[afi oa — a | fid ， 


| en yam = B| fas. 


如果 0 及 产 =0, 则 对 于 任何 AGE (0,1]j， 
(a Pr =a fr, Git=at: fi, 


| Dar=, Ha | Prap ,a+ Pidet ] 


[ 
= A -fry ,| Gm -fi dm | 
4 


A| er I dry 机 [ A dp | 


图 如 果 ac0 但 FE0, 则 对 于 和 任何 4AE (0,1j， 
af =a fis Gar Dt=oom 
所 以 
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he Pd a td ,| z+ Prdes | 


AE LO.1] [| 

= U, i Gat » fi dpr ,| Car « fH)dr | 
Ey f da. 

当 as 委 0 时 间 理 可 证 . 

推论 5.2.1 设 j,gE 多 (A) 且 >0 或 ?0),8 之 0 或 0， 


aEF: RE 00, 或 0,z0 或 BE0, 如 果 7,# 在 妈 上 jp 


可 积 , 则 &* 了 十 育 * 训 也 在 关上 /六 可 积 , 且 
| -了 上. adp 一 a|, qr + B| jdx 
定理 5.23.2 设计 EE 多 ,了 EE 党 CA), 则 
| 7an= |7. aaw 
证 明 因为 
17ae= 和 ja ,| /art | 


4E TO,1] 


及 
| Adg = | . Adpa ， {A .和 ]， 
所 以 ,我 们 只 要 证 明 
[ee A 


我 们 现在 只 就 太空 dt 证明 ,其 它 情况 类 似 可 证 . 事实 上 ,存在 


Rin) 


(=| C17 ,DD, 且 
T 一 1 
5 Pa 和 lims C(x)ACr) = fr Cr) AA) 
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使 得 


| ae 一 2 
及 {ss * 有 A (fAY,; 昌 
spi 有 A lims, tr) 可 (zy = fr Cr) :ACrY. 
所 以 


Kemy 


二 “dj = lim 2 or » pT (Ar » AY 
所 
| .3au = 人 am 
定理 5.2.3 设 序 Ef,8E 各 CA), 如果/ -<8, 则 
| fd | 
证 明 因为 jz, 所 以 ,对 于 任何 和 E€ (0,1]， 


fg fg 
因此 ,由 稚 论 5,1 4 知 


fram < | era, [fram < | grad. 
从 而 
[ Fdp& | au 
推论 5.2.2 设 育 ,六 EB, 且 ACB,FE 复 (A), 则 
| fdx <| 了 du 
证 明 由 定理 5.2.2 和 定理 5.2.3 
j 7ae=|7aans| 如 = | 7dx 


定理 5.2.4 设计 E 多 ,FE 名 (A) ,如果 对 于 任何 xEX FCx) 
aa ?OZ * 


=a€ .FR ' (RY), NN 
[7 a = pT. 
证 明 因为 了 (zx) 三 &, 所 以 ,对 于 任何 AE (0,1] 


fa, Nr at. 
因此 ,7 和 太 都 是 实 值 简单 史 - 函 数 , 且 
| au = ar * 1 A), | fd = at * po (A). 
故 
| 7 ae —, WALer «pm sa «pe CA 
=&* pCAY. 
推论 5.2.3 设 ES,fE 泥 (六), 且 存在 &,BE.F*(R) 使 得 
a fx)EB,rET,N 
a ABD 所 | fdr < PB pA). 
证 明 由 定理 5.2. 3 和 定理 5. 2.4 可 以 立 知 ， 
推论 5.2.4 设 冯 Ee 多 ,7 了 =0, 则 上， 于 dm 一 0. 
证 明 由 定理 5.2.4 立 得 . 
定理 5.2.5 设 AE 多 有 目 p31) 一 0,fE 多 (A), 则 
| fdrx = 0. 
证 明 我 们 只 要 证 明 , 对 于 任何 2€ (0,1]， 
| dx7 一 | ao 一 0. 


kir) 


不 妨 设 方 闻 0, 则 存在 {5 一 >lar :如 CB' (fi ,0) 且 
1 上 
Sti Pan lims, C2) » 站 (zy = fr (zr) AC), 
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使 得 


| aam 一 lim 4 -Ar A). 
oO -A ECA) 一 0. 
部 
0 22 
故 
上 am = 0. 
同 理 可 证 ,| fidxt = 0. 
定理 5.26 设 AE 多 ,JE 多 (NA), 如 果 7? 一 0 在 所 上 几乎 处 
处 成 立 ,; 则 7 在 育 上 yg 可 积 , 且 
| Yan= 0; 
反之 ,如 果 了 >0 在 所 上 几乎 处 处 成 立 , 且 |， 了 dx 一 0, 则 7 一 0 在 
让 上 几乎 处 处 成 立 . 其 中 假定 0 % 一 0. 
证 明 ”由 命题 4.2.1 知 , 存 在 证 E 名 ,六 CA 且 re( 让 ?一 0 使 得 
f 一 0 在 A 六 上 处 处 成 立 , 这 样 
,Fan=|7- Aar = [FA Bdpt {7 Edn 
-| 7 a |， far 


由 定理 5. 2. 5 知 右 端 第 二 个 积分 等 于 零 , 下面 证 明 右 端 第 一 个 积 
分 也 等 于 零 . 事实 土 ,因为 对 于 任何 rE 是 (AOFE) (Cr) >0 时， 
fr) 二 0, 所以， 
Fr (AHO) = 0, 
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当 ( 瑟 GE 次 ) (x) 半 0 时, (OE Cx) 二 0; 所 以 
Fr) + (AO Er) = 0, 
因此 ,由 推论 5. 2. 4， 
js7 dx= | 天 (A Edr = Io “dx = 0. 
故 
人 了 dm 一 0. 


反之 ,由 于 产 =0 在 直上 几乎 处 处 成 立 , 所 以 ,存在 亡 E ,六 忆 


放 且 A( 起 ) 一 0 使 得 疡 >0 在 白 站 上 处 处 成 立 , 所 以 ,由 定理 
5. 2. 5 姑 


| 7daxe=- 7 CAO Bd +t [7d = |7 A Edx 


又 由 于 对 于 任何 xER,FCx)， (AOEY(Cry 这 0; 所 以 ,对 任何 ww 
0, 由 定理 5.1. 9， 


| Ff-: (AOEdn>0 
Te zy 
再 由 单调 性 ， 
| 人 (4 ©O E)dr -| ,sm 7 dh 
2 CA 已 让} * Kirif enya): 
因此 


OSar HAOB Kw S| Td = | Fax=0. 
这 只 能 是 jy 如 亡 ) 。 Xu7czo7 一 和 从 而 再 由 
‘AOE).: Krxs Fro) =UG OE): X{rFri}: 
可 知 
HAOPB) -Xe7eo>a) = PB) limp( (AOE) :x(n71n2t}) 
= 从, 
* 205 。 


这 样 我 们 就 证 明了 f=0 在 让 上 几乎 处 处 成 立 . 


定理 5.2.7 设 AEY, ,FE BA) ,如 果 了 一 六 在 训 上 几乎 
处 处 成 立 , 则 


| jdx— (ez 
证 明 因为 一 在 六 上 几乎 处 处 成 立 , 则 存在 记忆 ,EE 


5.2.5, 


| ,7az =| 7drt | Fa [fan 
=- sd- sar+j dr = |,Bar. 
定理 5.2.8 设 六 ,BEG,f,g€E 吕 (到 ), 则 
《1》 | Gyv zax>> | dx V | 
(2) | .cx 让 dp 所 |, fdp A | aam 
(3) | 7ax>| Fp V | ,7dy; 特别 地 , 当 p(B) 一 0 时 ,等 
式 成 立 ; 
(4) | 7adan< | jdp A {Fax 
证 明 显然 ， 
定理 5.2.9 设计 EE 多 , 记 , 太吉 (A),a€ [0,o0), 如 果 户 
《万 (z) fr a, CY 全 对 天 7 则 
站 |, fax, jsdp) < 2a + plA). 


证 明 因为 Passa 的 充 要 条 件 是 
a— ob 人 ai+a. 
2 人 DB 和 


所 以 ， 
上 fidp 一 ar uA) SE |， fodp 所 ]. fidpy 十 pCA), 
从 而 
A | Fa ， fdp| < 2a « pA). 


设 六 ,EE 多 ,我 们 定义 7 和 六 的 模糊 信 氢 距 高 ， 

aF 8) =, 并 | 太一 于 la， 

sup [1 — gr hay V If# ~ 87 lart | 

定 更 5 2. 10 设 j,FE 嘱 , 则 

(1》 AF BIE FTIR): 
C2) dtf ,N=01 
(3) A ,BY =ACE ,ND, 
(4) 对 任 仙 EB AC ,BSA 十 4 
证 明 ”类 候 于 定理 2. 2.1 可 以 证 明 . 


注 5.2.1 如 捍 区 (FE) 一 0 一 过 不 一 定 成 立 , 例 如 , 当 两 个 
可 积 画 数 几 乎 处 处 相等 时 ,它们 之 间 的 模糊 值 拟 距 离 就 可 以 为 零 . 


设 7E 多 是 刀 可 积 的 ,对 于 每 个 总 E 多 , 令 
(Ey = | Fan 
则 称 "为 7 的 不 定 积分 . 


s.3 模糊 值 儿 - 轴 数 的 模 类 值 积分 序列 的 收 伍 
定义 5.3.1 设 {六 } 忆 多 且 是 jp- 可 积 的 ,如 果 


(2) limad(f.,f) = 0, 


mm 
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则 称 { 声 } 是 平均 基本 的 ， 


定理 5.3.1 平均 基本 的 六 可 积 模 糯 值 函数 列 ! 疡 } 是 依 模 精 
值 测 度 基 本 的 - 


证 明 对 于 任意 固定 的 s>0, 岂 { 六 } 是 平均 基本 的 ,存在 
0;) 当 nn 宕 Nm 宇 N 时 ， 


df, fon) < 2 
从 而 ,对 于 和 任何 XE (0,1j， 


[i fa < fd <e. 


但 是 
| 六 一 上 la [fi — fi der 
” WR he 
EL (Nitz, ER ， 
所 以 
名 A 6 
同 理 可 证 


十 
A Xin nD) < 全 


故 , {了} 依 模 糊 值 测度 “基本 的 . 
定义 5.3.2 设 { 关 , 了 CC 光 且 都 是 pr 可 积 的 ,如 果 
CD lima( 六 ,六 — 0, 
则 称 { 记 ;平均 收敛 于 六 
定理 5.3.2 设 他 ,了 i 己 多 ,如 果 { 疡 平均 收 合 于 六 , 则 {7,} 
依 模 糊 值 测度 py 收敛 于 元 


证 明 ”因为 { 妨 } 平 均 收 答 于 产 所 以 ,对 于 任意 固定 的 s>D， 
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存在 六 >0, 当 m 空 六 时 ,有 
区 (志方 < 
从 而 ,对 于 任何 A€ 00,1j]， 


fram <e, | -fl <e. 


但 是 
到 一 不 du >|. ld 
ba 
EL Nia HA 4) 
所 以 
A 《Xml ni) 全 全 
同 理 可 证 


HE (Kin ni < 
故 (元 } 依 模糊 值 测度 收敛 子 关 
定理 $.3.3 设 { 瑟 ,记忆 多 ,如 果 { 卫 平均 收银 于 7, 则 
BD lim {Fay = | 7 an. 
证 明 因为 {六} 平均 收 化 于 六 ,所 以 ,对 寺 任 何 给 定 的 之 0， 
存在 N>0; 当 nn 关 NN 时 ,有 
df ie 
从 而 .对 任何 4E (0,1], 我 们 有 
iFi <e A Ald < 
又 由 于 


r 


上 一 六 am 太一 六 am 


和 


se — Jfr dp 


和 | 让 一 让 Id， 
所 以 
a 17 en 
Ja 一 [Fra 
v | Na — feta 
从 而 


-yA 


| 


,sup | |fidis 一 ja 


|<e 


Cp) tim | dr 一 [7 dg. 
定理 5.3.4 设 { 广 )} 是 平均 基本 的 px- 可 积 模 蒜 值 名 -函数 列 ， 
如 果 对 于 任何 &>>0, {| ,dx} € 4 , 则 对 任何 EE 
“CE) = CP) limy, (E) 
存在 . 


证 明 ”因为 { 疡 } 是 平均 基本 的 ,所 以 对 于 任何 给 定 的 e>0, 存 
在 NN>0, 当 n,m 之 N 时， 


df 六) < e, 
所 以 


i | Ld Fdy)< df hs) Le, 
放 人 | ,Jaxj 是 一 个 基本 模糊 数 序列 ,从 而 由 定理 2.4.4 知 ,存在 
» 使 得 
vy) = (6) im|. 六 dp = (P) limp&). 
定理 5.3.5 设 AEg,{} 忆 "(ZA), 且 {7,(z))EA' 是 单 
调 增加 的 ,如 果 | |， 产 dx} se 4 则 存在 YE 多 + ( 折 ) 使 得 jx) ~ 
* 2]0* 


Plimf, Cx) rEX) ,HE 
| 7an= 加 lim| .dp 


进一步 地 ,如 果 ./ 是 二 上 产 可 积 的 , 则 疡 人 EN) 也 都 是 计 上 pr 可 


证 明 因为 {f,) 是 一 个 模糊 值 静 - 函 数列 ,是 { 六 (zy?)}E4* 是 
单调 增加 的 (zEX) ,所 以 ,由 定理 4. 3. 1 ,存在 #e 多 + (A) ,使 得 
f x) = CD) lim Fz) ,x EEX. 
再 由 定理 5. 2. 3， 
o< | Tar<| Fundr < |, fap 
所 以 ,如 果 了 是 省 上 六 可 积 的 ,大 也 是 和 上 jy- 可 积 的 . 再 由 定理 
2.4. 1, (PB) lim ,了 .dx 是 存在 的 , 且 
Cp) lim|, fd = sup], dp | fdr. 
下 面 我 们 证 明 (Py lim ,dx XX | 了 de, 事实 上 ,如 果 (D) lim 
|, fdp < |， 了 dy , 则 存在 nnE (0,1] 使 得 
sup| fa des < | Fea 
或 
psa < fae 
我 们 不 妨 假定 | /du > sup ,fa dp ,因为 {六 己 加 + (4)， 
所 以 {6 所 } 忆 B' (A), 因 此 存在 {54., 叶 B1+ (Ff ,有 A) ,使 得 
limsi,n C2) 一 六 《T7， 《全 生 有 3 
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SE Sr SE 《玉生 NN). 
让 我 们 假设 
sa 2 a At”, (KM ENXN. 


jf 尼 了 (下 ,my 
其 中 天 起 ,2 是 一 个 有 限 集 ,我们 记 
HIRE) = K(k) X KR) X… Xx Kk,E). 
对 于 任何 w= 人 fr, ,ma) 全 玉 (8》, 我 们 定义 模糊 集合 
Bt 二 A 本 pl 交 “A 
和 和 实数 
Bi 一 Max (qm! at? ,ee a), 
显然 , {本 ,nS(8)}) 是 一 个 多 的 有 限 模糊 划分 ,县 对 每 个 万 万 
碧 (R}, 丰 守 0 及 
DW Be Bt (fr,A) 


A 


和 
lims, C7) = fi (x), (x € X). 
tt 
对 于 任何 和 wzE 让 ,我 们 有 
0 (TD) 所 2 Ee (7) Bilx) = fi (7), 


其 中 下 (Ch) 二 ER 于 (Cz) 关 0). 因 为 六 Ce) 意味 着 
A 和 所 7) 之 /5 (zolsisa. 因此, 我们 得 到 


Jr < J fad. 
从 而 
ja lim ea < lim fae 
=sup| di Ai 
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这 样 产生 矛盾 . 故 
| fdr =— (CB) im|， fdp. 
定理 5.3.6 设 AE9, {天 ) 己 镶 + (1) ,如果 了 Cx) 一 lim inf 
fT) TEX), (| dx)E A* ,有 生 上 有 和 界 , 则 7 和 都 是 所 上 wp- 
可 积 的 ,有 
| 7aw<s CB) lim inf | Fd 
证 明 因为 0 志 | fidp 关 ,所 以 无 在 和 上 是 yr 可 积 的 ,让 
我 们 令 
Blr) = inffi(x), (x € Xn € N). 
由 定理 4. 3. 6, { 蕊 }C 荔 + (2 ,又 由 于 
ORE EEF), (rE XY), 
所 以 世 是 亢 上 六 可 积 的 又 因为 
f(r) 一 (从 limgs(z)，(z € X): 
所 以 ,由 定理 5. 3.5， 
| Fa = 06) lim| Ed 


EP) lim sup| fidp 天 ER 
ne 汪 悍 风 站 

即 7 在 站 上 六 可 积 , 因 为 名 (z) 扫 六 Cz) (zE 吕 32 四 所 以 

| kar A inf| Frdp. 
故 

上 f dr (Pp) Lm inf|， fdr. 
定理 5.3.7 设 7E 劳 -日 是 yr 可 积 的 ,{ 玉 } 是 多 中 互 不 相交 
* 2]3* 


的 模糊 集合 列 ,EE 一 印 E., 则 7 在 玉 和 EE, 上 是 x- 可 积 的 , 且 
ax= Df fa 
证 明 ”由 于 定理 5. 2. 2, 我 们 有 
7ax = [7 BE) dr = | 5. By)an 
再 由 定理 5.2.1, 对 于 任何 的 自然 数 ， 
| D0. Ey) du 一 > Eydn 


= >] F dy. 
义 由 于 gar《X) 二 -30. EY Cr) -Kn). 27 Cx) 


一 各 (zx) ,x 六， nl 2 所 以 ,由 定理 5. 3. ! 
| 7ax=| > Ey) dy 


推论 5.3.1 设 jE 久 ' 且 是 pe 可 积 的 , 则 v 是 一 个 名 上 的 模 
糊 值 测度 . 
证 明 由 定理 3.2.1 和 定理 5.3.7 有 即 知 . 


定理 5.3.8 设 志 人 E 究 ， {了 己 饮 , 且 存在 使 得 站 (x) 一 
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(Dlim 了 (x) (xEX), 及 BE 多 1 且 访 是 /可 积 的 使 得 对 于 任何 4 
ECD,1, 
[Fr gr, [XIE gtr), (TE Xn EN). 
如 果 (| Cz)dxj € A , 则 太志 都 是 在 下 上 入 可 积 的 , 且 
yw 四 [za 
证 明 因为 {5}CC 艾 及 对 于 任何 4€ (0,1]， 
CF) = lm) i) lim(fs) +r, 
《一 limtfi 7 (fH)+= im 人 jw)+， 
所 以 ( 广 )- CO 六) CD)+ 都 是 非 负 实 值 鹏 - 丽 数 , 故 /< 
多 + .同样 | 诺 | ,| 玉 | 也 是 非 负 实 值 罗 - 函 数列 , 且 
[Wat < |gidw 过 十 co， 
[ilar < Jetdrr <+ 
从 而 { 碟 },{ 玉 } 分 别 是 pi- 可 积 的 入 -可 积 的 . 再 由 
ffi ld Shiminf fildy < eran <+ oo, 
[ila < tim 生疏 ait <+ ~, 
从 而 | 疡 | 和 1/+ | 分 别 是 后 -可 积 的 和 ptt- 可 积 的 , 故 和/ 是 
莱 - 可 积 的 和 jz- 可 积 的 ,这 样 ,就 是 x 可 积 的 ， 
及 因为 
gi (TI — Cf) Cr 0 Br CX) Oo C+ (xr) 0, rEX, 
所 以 ,由 定理 5. 3.7 
liminf | Cg7 一 Cd > (gr — Cr) dp 
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lim inff ce — Cf dp > | ce — Cfr Vd. 
因此 
| erem — lim sup | (fa)- dp 来 [gr dp 一 | cy- dp ， 


gi dp 一 lim sup 上 (fr dys 宇 | dpa 一 | cr dei. 


| dpr P lim | fi de 

fi dp > lim| Ci) de. 
再 由 定理 5. 3.7 知 

[ (fi)_ dpa = lm C5)- de ， 


| car dp = lm| ca， dp . 
从 而 
| am = tim|, fads. 
同 理 可 证 
ja -四 [aa 
注意 到 (|, dx| < 4 ,我 们 有 
[7 ap= 人 GD ij| 7adw 
推论 5.3. 2 设 广 E 史 ,是 有 限 的 模糊 值 测度 . {天 ) 己 多 


且 存 在 } 使 得 {了 7,} 强 依 x 收敛 于 7, 及 存在 EE 到 + 目 站 是 yr 可 积 
的 使 得 对 于 任何 AE (0,1]， 
[A | gtr) (rE XnE N), 
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如 果 [| 关 dzj} E 4 , 则 了 ,都 是 在 上 可 积 的 , 且 
| 7ax = 四 lim|, 元 du 
证 明 由 定理 4. 2.93 及 定理 5.2.5, 定 理 5.3.6 和 定理 5,3.8 
立 知 ,7 是 六 可 积 的 , 且 
[ Fdx= (plim|, fdp. 
下 面 我 们 证 明 
| fF dp = (P) lm| fdp. 
事实 上 ,Gy 当 pl) 兰芝 ,对 于 和 酝 何 a 汪 0, 记 
,二 个 iri Xe} 
则 
才 | Fan, Fadn) <| 80..Dax 
<|， BF, Pydp 十 人 ,80.7Dag 
SepAO FH.) 十 下 B07F,, Dd 
下 面 我 们 考察 | 7CF.,PDdp 因为 


{0 Da Wf, ila + |, fid, 


sup 


| fi + | fla | 


Y 上 [djs 十 jit dm 


] 
寺 Uy #2), arder 2|, st de | 
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一 - i a 十 
2 Nas dm ” ja da | 
一 ?| ,FE Odpg. 


根据 模糊 值 积分 的 定义 ,对 于 任何 AE (0,1], 存 在 {55 一 
>， ar -27 ,使 得 


jE Hm) 
im, sad 一 本 Cao) Tt dpr +t 

鼓 存 在 N>0, 当 mw 宇 N 时 
| dp +t) 站 > amt) pr Am. 


iE Htm)y 
这 样 


| Pg O07 td +: Es I PEO tT dper 


一 > \ a hp tC Am - , 
iE HtmY 


+ Dar pr Ar H,) 


rE Tm) 


et Par Hp ma. FH,). 


再 由 { 广 } 强 依 模 糊 测 庶 收 化 于 了 ,存在 和 >0, 当 3 时 
ACH,) < 
这 样 取 NN, 二 NVN,; 当 nN 时 ,对 于 任何 4€ (0,1]， 


| 5(8,0)7 ‘dpar Tt ee* >) er) 


i Finy 


CD lim| BE,0 dp 一 0 


| | Fdp,|, fdr] < en AOH.) + 2|, PE ,de 
知 
Cp) limz{ |, Zap, | Fax)l<e. 
直上 出 e 的 任 党 性 
lim|, fdr = | 了 dr 


5.4 模糊 值 测度 的 弱 收 全 


定 灶 5.4.1 设 姑 :各 一 名 7(R) ,nm 二 0,]1,2,… ,如 果 对 于 任 
意 给 定 的 e>>0, 存 在 NN 之 0, 当 n>N 时 对 于 任何 有 EE 名 全 成 立 
PONCAY AY) < 人 
则 称 i 加 ) 在 多 上 一 致 收 答 于 砚 : 如 果 对 于 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 
六 全 0, 当 站 六 时 对 于 任何 训 E 鹤 恒 成 立 
PO AY AY) < es 
则 称 19.} 是 在 罗 上 一 致 基本 的 . 

命题 5.41 设 闵 :宇多 (Ra 一 1 2 如 果 对 于 任何 
下 1 {infy. (2) }EA', {sup%.(A))} 后 4 有 反光 ,网 17} 在 多 上 一 
致 收 仇 的 充分 必要 条 件 是 { 刀 ] 是 在 多 上 的 基本 列 ， 

证 明 必要 性 显然 ,我 们 证 明 充 分 性 . 对 于 任意 固定 站 GE 多， 
模糊 数 序 列 {%. CA)} 满 足 Cauchy 收 鲜 原理 的 荣 件 ,因此 根据 定理 
2. 4.4 条 (如 ( 误 )} 是 收 笋 的 . 设 

(6)》 limn.( 有 二 (A)， AE 骂 
则 有 是 定义 在 字 上 的 模糊 值 模 粕 集 画 数 ,以 下 只 须 证 明 (wy,(24)} 
《有 EG) 一 致 收敛 于 3(). 事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 e>0, 由 假设 
存在 >>0, 使 当 ai 时 对 广 和 只 恒 成 立 
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PP CAY CAN) < 
固定 ma, 令 和 -co, 刚 由 定理 2. 3.9 得 
PPA nA) = CB) limpo (A A)) Ee. 
这 就 证 明了 {各 ) 在 学 上 一 致 收 人 证 于 好 
定理 5.4.1 设 j€E 泥 1 ,如 果 { 如 } 是 一 列 多 上 的 一 臻 基本 的 
模糊 值 模糊 集 函 教 , 且 {[, 了 dx.}e 4，, 则 由 
了 (入 ) 一 | .7adm， AEey 
确定 的 {如 } 是 一 致 基本 列 , 如 果 pr 一 1， 2 又 是 鹤 上 的 模 精 值 
7(7) = (HY lim¥.CA), 
且 »# 是 多 上 的 模糊 值 测度 . 
证 表 ”因为 {A} 是 一 列 多 上 的 一 致 基本 的 模糊 值 模 精 集 函 
数 , 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 2>0, 存 在 和 N 半 0, 当 n,m>N 时 对 于 站 
万 党 一 致 成 并 
PmCAY ,pm AY) < €. 
因此 ,对 于 任何 AE 《0;1]], 一 至 成 立 
[pm CAD 一 po CA)| es Ht (A) 一 pt A) < 
故 
pm A) — ec pd) < pt A) 十 人 
Ht CA) ec pA pA 


再 根据 模糊 值 积分 的 定义 ,由 于 了 E 多 + ,所 以 ,存在 {5:1 一 
了 ) or 路} ,使 得 对 于 AE (0,1] 一 至 成 立 


EE Hin) 


| am = lim 


mo 


> af pr (A + Ar), 
ftn) 
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| ra 一 lim 2) af pt (A 全)， 

从 而 ,我 们 有 

| au 一。 <|, id 所 | EP 十 
和 

| fradps, te<] dt 宝 | 万 dp + Ee. 
即 

BO A A 一 二 | Tap | Tdp) < 
再 使 用 命题 5. 4. 1, 存 在 ?使 得 
?CD = (BP lim| fay. 

下 面 我 们 证 明 ? 是 一 模糊 值 测度 ， 


(1 因为 上 2 一 1.2,… 都 是 模糊 值 测度 ,所 以 
pA 一 0， 姑 一 1 人 2 


7.C2g) = | fap = 0， 入 一 ] 2 
从 而 
?KG = CP) lim%,(2) = 0. 
(2) 对 于 任何 亡 , 育 名 ,A& 吝 二名, 则 由 定理 5.2.2 对 任何 


ns 


.ADE) i jd = [oa + 7 Bydp, 


-|, f dr 十 | fF di = AA) 十 .0B). 
从 而 由 定理 2. 3.3 
7(AD EB) 一 人) limy.《 总 FB) 


" 22。 


一 (5) lim (7%, (A 二 +7. )) 


一 (2) Jlimp CA) 十 《6) lim, CB) 
7A) 十 7CE). 
(3) 设 人 和 党 ,六 这 有 CC…, 则 由 定理 5. 3.5, 对 于 任何 se 
0, 存 在 N->0, 当 mMN 时， 


zj 下 dy Lyx fdr] < ef/3. 


再 由 1 在 史上 : 致 收 鲜于 7 了 知 , 存 在 六 人 0, 当 2” 产 六 时 ， 
POCAY ,TAYY < ef3. 


BR U A) HA) (9 UH) (UA, 


+ BD UR) mA)) + BNA) IA)) < 
即 
?是 一 个 模糊 值 测度 . 


定理 $5.4.2 设 {m 几 是 如 上 的 模糊 值 测度 ,了 e 哆 :如果 
1 在 办 上 一 致 收 敏 于 产 , 刚 


《5) lim| fax 一 上 fdx. 放 筷 少 
证 明 因为 {p&} 在 学 上 一 致 收 傅 于 jy, 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 
es0 存 在 六 >0, 当 nm 时 对 于 任何 圭 算 多 和 AGE (0,1], 我 全 有 
Ia CA A) | ee 和 (一 二 (有 | ie. 
再 根据 模糊 积分 的 定义 ,存在 js 人 9 一 2 am- 有? ,使 得 对 2 
i 下 开本、 
E01 一 臻 成立 


.Adam = = lim Da pr CA A”), 


i 


[ta =lim > as 天 +( 和 Ar), 


IE itn} 
以 及 
A dr 一 lim >) a AT CA. A), 
OE Tin} 
T det = lim >) An Tp CCA» A), 
ein) 
从 而 一 至 成立 
[fd -ee | fram < | .am +e, 
| fidm — ee | fd < | /fra 十 s， 
故 
Co) lim| 7 dr 一 a dr 
定义 5.4.2 设 和 pa=1，2 呈 史上 的 - 列 模糊 值 测度 ， 


如 果 对 于 任何 7e .3~ ,有 
(Cp) lim| ,7dw = | ,7adw， AE 吕 , 
则 称 fp! 在 尝 上山 收 合 于 此. 
定理 5.4.2 设 mrsa=1,2 是 芝 上 的 一 列 模糊 值 测度 ， 


了 Ee 多 ! ,如 果 {p} 在 多 上 一 致 收 争 于 py 网 (jo) 在 史上 暗 收 化 于 
A 


.只 表 示 忆 上 的 开 集 族 , 皖 形 基 天 上 的 财 集 族 ,各 表示 关上 
的 Bord 集 族 ,显然 区, 一 ef.e 站 一 cfC22)， 
定义 5.43 设 玉 是 一 距离 空间 ,是 多 ,上 的 机 糊 值 测度 
县 (ZZ) 天 3%; 如 果 对 于 任何 4 和 区 ls >0, 都 存在 式 中 的 闭 集 下 
和 开 集 C, 使 得 
FCACG 且 kG FY < e， (5, 4.1) 
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则 称 “是 正 唱 的， 

定理 5.4.3 设 瑟 是 -- 距 离 空 间 ,r 是 史上 的 模糊 值 测度 ， 
十 JAN) 关 SE 和 p80)E A' , 则 是 正则 的 . 

证 明 我 们 用 你 表示 名 中 使 得 {5.4. 1) 式 成 立 的 4 的 全 
体 . 分 以 十 几 步 讨论 . 

(1) 证 明 淘 中 的 闭 集 爹 体 天性 如 

设 AE 2 天 ,pzy) 是 和 上 的 上 距离 画 数 ,我们 令 

G = (zzEXiptzd) < EI, nl, 


则 G4, 且 G, 都 是 开 集 , 即 GE .er. 因 此 ,由 定理 3.2.2 知 
(5) limAtc. 一 4) = 0. 
从 而 ,对 于 任意 给 定 的 s 盖 0 ,存在 R, 宇 1 使 得 
AKC ~ AY < E， 
取 G=Ga ,下 = 及; 则 可 知 半 于 4,(5.4.1) 式 成 立 , 即 人 入 纺 . 
《2》 青 证 绾 是 坟 代 数 . 
(4) 由 于 X 是 闭 集 , 那 么 XEC 台 
tb) 如果 4E 鳃 , 则 对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 CE .sz 和 
书生 到 ,使 得 
FICACG, £ pw — FY) < e. 
对 于 村 一 天 一 A, 取 F 二 X 一 GG=X 一 Fi, 则 下 E sfY ,GE ,并 
且 


FCOACG HB pF) = HF) < e, 
这 上 志明 46 5 
(0) 设 140C 允 ,有 卫 144 是 一 开 不 相交 的 ,对 于 任意 给 定 的 s 

半 0, 存 在 GE 和 FE 5, 使 得 


FCACG A pAG— FD) k=1,2", 
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又 因为 UFi7UF, 所 以 ,存在 mw 尖 1, 使 得 


Hp UF) pF)) < 


2 
我 们 取 
r=Un, EA, 有 G=UGse er. 
则 
FCA =U4, CG. 
日 
HAG— Fu(G—UFYU (UF,— F)) 
=—pG—UF)+u( UF — Fb) 
一 人 UG —UF, ) 十 A UF, 中 
A UG. — Ft pt UF 一 FF) 


于 


二 2AG: —h ) 十 六 


< 站 += 了 + 
综合 以 上 证 有 明 , 说 明 纺 是 一 个 oo- 人 代数, 且 鲍 一 (er 一 af ， 
推论 5. 4.1 在 定理 5.4,3 的 条 件 下 ,对 于 任何 的 AE€%,, 有 
HCA) =supipatFt); FCAHBFE YY} 
一 in ACE .ee), 
证 明 对 于 任何 自然 数 a, 由 定理 5.4.3, 存 在 两 舍 列 {上 !} 忆 
和 {GC 使 得 


FICACG 有 上 且 ApG 一 站 ) 二 也 
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已 =UFE 和 G. 一 亡 G:. 
| 加 
网 有 FES,GE n=1:2,., 且 


o< AG — AASuANG — FuG! ~ FP), 
所 以 
A NG, — A}= (lim(G! — Fy = 0. 
从 而 ,由 的 可 加 性 ， 


ANG) A AU I 


3 


Cr — Al] 


一 ApC4) + pl NMG, 一 4) 


一 AD) 二 0= pA). 


加 理 可 让 
A UF,) — pA), 
推论 5.4.2 设 苹 是 一 距离 空间 ,yg 和 4 都 是 骂 上 的 模糊 值 


测度 , 且 pzC) 关 吕 ,pSDE A 和 v( 站 ) 子 吕 ww( 吕 E47 ,如 果 对 
干 任何 FE, pF 一 wt) 分别 地 ,对 于 任何 GE CG 一 
CD) 刚 gv. 

证 明 显然 ， 

定理 5.4.4 译 E,FEY, 且 ENF= 逆 , 则 存在 一 定 尺 在 羡 
上 的 连续 模糊 值 孙 数 , 使 得 
(1) 0F Cr) El, (rEX). 
(2) fr}='i, rEE;: f(r) =0, xwEF,. 
证 明 ”对 于 任何 4E 名; 我们 记 

PTA) = inf{plr yy € 和 + 


OCT 
BF ) + pr E)’ 


可 以 容易 验证 此 函数 就 能 满足 定理 要 求 . 

下 面 我 们 引入 两 个 记号 

二 {Es 为 多 上 的 正则 模糊 值 测度 ,日 wzDE4* 

ci 一 (为 定义 在 站 上 的 有 界 的 连续 模糊 值 函 数 , 且 (xz) 
20 和 项 )， 


定理 5.4.5 设 zzEr, 如 果 对 于 任何 FEc 
| .7adx= | 7 AE 


f(r) 一 


则 A 一 w 
证 明 设 FE 绢 , 记 
2 一 (zipCz,F) 三 让), n= 1,2,%， 
则 F 间 GG 二 名， 一 1,2.…, 且 


inf {pr ,9s r EF, YE GI FE, n= 1 


由 定理 5. 4. 4, 存 在 站 c+ 使 得 
(1) Of (Cr, EN, n=1,2,.. 


(2) flr)=1, rEF, F(x)=0, AEC, n=1,2,. 
因此 ， 


0 如 一 ,2 
于 是 ,由 定理 5. 2.2， 
HP) 一 | xcdps | 了 dx 
=| .qv < | 入 :由 = v6,). 


从 而 
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rr 


HF) < (BP) limy(G,) — + MN 6.) — rh), 
交换 p 与 + 的 位 置 ,又 可 得 到 
KJ] & uF). 
故 
ME 一 pF) 
再 由 推论 5. 4. 2 得 证 . 
定理 5.4.6 设 (wm)}Czx, 且 和 弱 收 急于 py, 则 对 于 任何 下 
EE GE 


cp) Hm pF) < 妇 ET 和 (D) lime, (G.) KG)- 

证 明 我 们 仅 就 第 一 个 不 等 式 证 明 , 男 一 个 可 以 类 似 得 到 . 事 

实 上 , 设 下 是 区 中 任 一 个 闭 集 , 令 
G = {zspCr,F) < k= 1,2, 
则 
F=fNG, 

| 

FNG—2H inf{p(z,9) ;7EF,yEG FE k=1,2,.. 
由 定理 5.4. 4 存在 Ect ,使 得 

(1 ) 0hl, rEX 


(2) io)=1, rEF, filr)=0, EG kml 
显然 


xz 所 太 去 Xo 是 一 工 .2 
因为 1} 弱 收敛 于 x, 则 对 于 任何 不 ， 
CD Hr (F) 一 DT] du 
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PY Tim Pdr 
=|APax < jxadz = PCCi)， 
从 而 ,再 由 定理 2.2.2 
(DT (F) < DD limwGo = Ac = pF). 


定义 5,4.4 称 4E€ 人 学 ,为 jy 连续 的 ,如 果 
pCAY = pCA') = plA), 


其 中 
A =U {GG CAG € er}, 
A=N {FiF OAFE Se). 
定理 5.4.7 设 i:pCx, {p46}) 暗 收 钱 于 gz, 如果 AE 吕 是 
疡 连续 的 , 则 
(OP) limpn A) = plA). 
证 明 由 定理 5.4.6 及 (4) 二 264”) 一 pl 有 4A) 知 
Ad) 一 Ad SE (FP) limy 04? & 《6) limps (A) 
SP) mp (A) & (人 Jim (4) 
SAA) = pl A). 
干 是 
(5) lm (A) = (0 limpe (A) = PC4)， 
即 
CP) limp. A) 一 plA4). 
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第 6 章 广义 模糊 值 测 度 的 分 解 
6.1 广义 模糊 值 测度 的 哈恩 分 解 与 约 当 分 解 


定义 6.11 设 淮 是 一 个 上 的 模糊 集合 of- 代数 ,jr 只 -> 
:六 * (RD) 称 为 模糊 集合 上 的 广义 模糊 值 测度 ,如 果 产 满足 下 这 条 
件 : 

(1) 上 网) 一 0 

(2) 如 果 !1.) 是 多 中 的 -: 列 互 不 相交 的 模糊 集 , 则 


al @ ;= Da) 


定义 6.4.2 设 是 定义 在 (又 ， 区) 上 的 广 浆 模 苇 值 测度 ,我 
们 说 豆 多 区 为 正 党 ,如 果 对 于 任何 疡 筷 和 多 ,有 
CERF) 0 
我 们 说 疡 E 多 为 负 集 ,如 果 对 于 任何 产 E 鹤 ,有 
HCERE) 过 0. 
以 下 我 们 记 -到 | (全) 和 -5 稼 ) 分 别 为 上 的 正 集 和 和 负 集 的 全 
全 . 
显然 -和 受 .( 鹤 ) 和 -有 .( 字 ) 是 非 空 的 ， 
命题 6. 1. 1 
(1) 如 果 亡 ECO9( 分 别 地 ,六 E (名)) , 则 对 于 任何 的 
EE 史 , 有 


Hp 吉 门 区 芝 0 《分别 地 ,nxtE 门 站 委 0); 
(2) 如 果 雇 EA C9) 分别 地, 六 EE. {各 )), 则 对 于 任何 六 
二 让 且 记 万 侈 ,有 
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2) 之 0 (分 别 地 ACE 起 0); 

《3) 如 果 主 EA (多)( 分 别 地 , 记 E (5)) , 则 对 于 任何 六 
证 六 EG ,有 EA (GG} (分别 地 ,了 FEA (3)); 

(4) 如 时 训 , 言 E .A (加 ) (分别 地 ,A,BE.A (5) , 则 AUB 
EALE) HE AAUB)ACAYY ptB) (分 别 地 ,AUBE.A_ (5) 
H AAU BE Ap(B)). 

证 明 

(1) 因为 让 门 六 一 CFO 关外 疡 7 一 (让 的 让 7 全 站 ,所 以 ,由 交 
EC (区 ) 知 

AENMNE) = pl(F DBE)LE) 0. 
同 理 可 证 ,如 果 计 EA (3). 
ENN Fy 0. 
(2) 设 产 己 玉 , 则 证 一 六 门 记 , 由 于 亡 E .AC 名 ) 及 (1) ;我们 有 
alF} = AAF NE)0. 
同 理 可 证 ;如 果 记 CEE.A (C3)， 
FF 一 pF NM EYED. 
(3) 设 E .A4( 吕 ) ,对 于 任何 站 于 站 且 站 所 多 ,我 们 有 
EE NE= (EBDE)SE. 
丈 由 于 对 于 任何 产 筷 有 ,六 & (站 四 天 )E 各, 则 
F&F 一 (站 DENRF € VY, 
从 而 ;由 廊 芭 EW ( 芝 } 知 


HA 本 有 六) > 0, 
即 EE .A (GY). 
同 理 可 证 ,对 于 任何 EE, 有 H BCEE.A (SG), 有 这 Ee 
HW). 
(4) 由 于 对 于 任何 ESCAU B&F= (A&F)U (B&7) 一 
[OA OSBEFY DBSFI ALARI OBLF) IB BEEF) GZ, 
所 以 ,由 的 可 加 性 ,我 们 
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pA DU HBF) = pC ABT ROBEEY) + (BEF). 
多 由 于 有 EA (加) 所 以 ,由 (3) 知 个 E. 开 (多) , 青 由 (B&Fy 
EE, 我们 有 pCOCA&ED)&(B&F)') 这 0. 从 而 ;由 EA (5)， 
ACAU B&F) 2 uA(BEF) > 0 
压 站 UE -4 (名) ,再 由 这 的 任意 性 ， 
A UB) 六 x(B). 
” 同 理 可 证 
(A LU B} > pCA), 
帮 UBE.A CB) 
RA UB) pA) V plB). 
类 似 可 以 证 明 ， 
当 人 BEA (FNH AUBEA (F),H 
(AU BB) pA A plB). 
定义 6.1.3 称 吕 关于 yj 具有 (5) 性 ,如 果 对 于 任何 写 E 哆 ， 
A( 瑟 ?和 寺 0, 则 一 定 存 在 交 E 多 日 CE, 使 得 infyz (F)>0 
定理 6.1.1 ( 蛤 轧 分 解 定理 I) 设 是 史上 的 广义 模糊 值 测 


庶 且 对 于 任何 有 1E 光 ,p(B) 关 四, 如果 刍 闫 于 具有 (CS) 性 , 则 在 
在 一 对 互 不 相交 的 经 典 集 Po,QuE 令 ,使 得 

(1) PhQ, 一 和 

《2》 对 于 任何 AEBCPw) ,有 pA) 守 0; 

<3) 对 于 任何 羡 E 史 (Q,) ,及 ) 0， 
其 踊 (A) 一 {BB€EB 有 BCA',AE, 

为 了 证 明 该 定理 ,我 们 先 证 明 引 理 . 

引 理 6.1.1 设 关 是 办 上 的 广义 实 值 测 麻 日 对 于 任何 志和 
区 ,jC 及) | 之 十 品 , 则 存在 一 对 互 不 相交 的 经 典 集 P,Q.E 党 ,使 
得 


(1) PDQ= XX; 
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(2》 对 于 任何 让 E 名 (Po) ,有 AD 六 0; 
(3) 对 于 任何 襄 E 多 (Qo), 有 p(B) 所 0. 
证 明 ”对 于 任 柯 让 拒 多 ,我 们 记 
A+ (CA) 一 sup{u(B) EB € AY), C6, 1.1) 
Ar A) = inf{p(B)B € A)). C6. 1. 2) 
显然 pt ,py 都 是 多 上 的 实 值 测度 , 且 
ACCA) 一 pt (A 一 AT AY, YAEY. 
因此 ,对 于 任何 正 整数 ,存在 训 ,E 凶 ,使 得 
ut CRY EE CA 十 1 2 
从 而 ,我 们 有 
Ft KY pe AD pp AND) S12 
再 由 手 jr (XD) 一 gr (3) 十 p+ (ZN) ,我 们 有 
pt (A) + CA) E12 《6.1. 3) 
这 样 , 由 产 《〈 放 ?和 pt ( 亢 ) 的 非 旬 性 ,对 于 任何 nEN， 
A AOE 和 A) EI (6.1.4) 
让 我 们 记 
P=lim &A 和 Q=7. 


显然 忆 是 存在 的 , 且 卫 ,QE 党 . 进一步 地 ， 
Q=P=(U EA =N & A 


上 二 1 9 一 本 十 1 一 # 十 1 
这 样 ,我们 得 到 
Gp OE (BE ED A 
太一 下 十 nat 
"1 1 
7) Fi VAEN 
| 


因此 ， 
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Ar (QQ = 0. 
再 由 jr 的 单调 性 ,对 于 任何 EFCQ) .我 们 有 
A (AY = 0 
习 一 谨 面 ,由 -上 py 的 下 连续 性 ， 


Op PY =limp :六 A) 
此 了 


n= 十 1 


Elin (CA) < lim 
en + 


eo 


1 
DEE 0. 
Ba (PIS=0 以 及 对 千代 何 AE 名 (也)， 


Am (A}= 0. 
从 而 ,我 们 有 ， 
AE BPSAA) = pt (A) 
和 
BE GOB) 一 一 pH). 《6 


如 果 有 AE, 则 让 PESTPI A QEGO) A 
立 : 卫 号 坟 -@ 二 廊 和 A PEA.Q= A 
因此 ,我 们 有 


.1.5) 


A A) 一 pA 十 pe CHR) pA P) 《6. 1.6) 
利 
2 《AD 一 人 《有 AA SpA, 61 7) 
让 我 们 记 
下 = 让 放 … 丰 . 
和 
A* = limZ. 《6. 1.8) 
显然 


0， A(X}<1. 


总 * (XY 一 一 
1， 用 (人 = 1. 
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从 而 二 所 和. 我们 由 (6.1.57、(6. 1.6)7 和 (6, 1.7) 有 
at (CP) 一 PP = HT (CP!) 


和 
: 天 人 一 一 AD = pp QO) 《6. 1.9) 
这 样 ,我 们 可 以 得 到 
Pr (PDD=p (PY 和 A R= RQ) nen. 
(6. 1. 10) 


共和 而 ,由 疡 的 有 限 性 及 Ap, 的 连续 性 ， 
At CP') 一 Ai (imP") = limpt (P") 


=limp* (P) = pt (P), 《6. 1. 11) 


2 RQ) = ime) 一 jimp (8") 
一 Himp (Q) 一 (RQ). 《6. 1. 12) 


又 由 于 P* 和 人 @' 分别 属 于 客 (P) 和 名 (@), 所 以 ,由 人 6.1.5) 和 
P* &Q' 一 放 知 


站 EP)—>AAA)0 
和 
BesFQ 二 上 下) 二 0. (6. 1.13》 
为 PDQ 二 六 ;以 及 C6.1.10} 和 {6.1.11), 我 们 有 
2P* DO YD) =a) AQ ) 
=2tP} A(Q) = uP OQ) 
= p(XY. (6. 1.14) 
证 我 们 记 序 一 (全 R , 则 久 E 儿 , 且 
AW) 一 A 一 AP DQ)=0 


Pn 


又 


芋 


pa+ (WW) 一 上 (WW) 一 0， 
从 而 ， 对 于 任何 诈 筷 只 ( 订 ) ,我 们 有 
"I * 


Pa = pt (CAI Sp CA 一 0. 
现在 ,让 我 们 令 
P=P,， = QW, 
则 P 国 @ 二 天 且 Po8&Q = 和 以 及 Po;QE 名 .由 (6.1.13) 知 该 引 
理 的 结论 (2) 成 并. 如 果 上 E 名 (CQ,); 则 
站 一 天, 六 :四 着 证. 
从 而 由 C6, 1. 133 ， 
AB) 一 plB.Q) 十 BW) = plB. Q'SE0, 

这 样 ,我 们 就 完成 了 该 引 理 的 还 明 . 

证 明 现在 我 们 证 明定 理 6.1.1. 由 定理 3. 2.5 我 们 能 鳅 证 
明 ipfm 是 一 个 广义 实 值 测度 . 根据 引 理 6.1.1 存在 PosQo€ 名 
使 得 

(1) Po 人 QQ 一 天 

《2) 如 果 AEG(Po) , 则 (infpir 信人) 之 0; 

(3) 如果 方 E 名 CQ0) , 则 Ginfja )(B)<0. 
下 面 我 们 证 明 Pu 和 Qs 即 为 定理 所 求 . 首先 ,如果 有 EE 名 (Po), 则 
Cela 《之 0, 所 以 ， 对 于 任何 4>0 

inf Coa) (A) & pr (A) & pt (A), 
从 而 
KA) 20 

其 次 ,如 末 BE 多 (Qo), 风 (Cinfer ) 有) 委 0, 从 而 ,对 于 任何 ASE (0， 
1 ,A 《( 育 )<0. 假若 不 然 , 如 果 存 在 >0 使 得 pt( 访 ) 半 0, 因 此 ， 
KA( 贡 ) 夫 0. 再 由 尝 关 于 pg 具有 (5s) 性 ,存在 这 EE 名 再 浆 忆 站 ,有 
Gofpa YF)>0. 再 由 让 CBC 知 ， Cinf pe ) (pz)<s0. 这 是 矛盾 的 ， 
[5 

定 尽 和 1.4 称 记 E 史 具有 (CM) 性 ,如 果 ACE 一 0 意味 着 对 
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任何 六 C 站 上 且 天 所 多 有 
CF) = 0. 
称 名 关于 yp 具有 LCM) 性 ,如 果 对 于 任何 雇 E 史 具有 GWM) 性 . 
定义 6.1.5 称 禄 E 名 具有 CN) 福 ,如 果 pCE) 这 0, 则 存在 玉 


CE 有 目 E.A. (名 ) 使 得 gp( 玉 ) 关 0; 如 果 Am 让) 村 0, 则 存在 产 己 下 


上 且 祝 E .AH (多) 使 得 p(B) 关 0. 称 名 关于 px 具有 (CN) 性 ,如 果 对 
于 任何 亡 E 多 具有 CN) 性 ， 
引 理 6.1.2 部 果 甸 关于 具有 GDD) 性 和 CN} 性 , 旭 儿 的 任 
何 两 个 互 不 相交 的 正和 集 (分 别 地 , 负 集 ) 的 和 和 集 仍 为 正 集 ( 分 别 地 ， 
负 集 ). 
证 明 设 豆 ,和 E- 和 (多 ) 且 让 芭 a 一 茹 . 则 对 斑竹 何 关 所 
多 ,有 (而 中 A)&FEG. 如 果 乓 (和 四 证 ?8 让) 半 0, 由 窜 关 于 天 具 
有 (C7) 性 ,存在 禄 CCA1DAs)& 记 有 是 宫 EA_ (名 ) ,使 得 
A(E) < 0， 《6. 1. 15) 
又 由 于 郑 亿 ( 四 aa 下 CC 寺 国王, 所 以 ， 
EQ= (ADAINECENAD EN A). 
《6. 1. 16) 
从 而 ,应 用 命题 6. 1,1, 我 们 有 
A EA (Fp NN E00. 
和 
EEenH (uA NE) SO. 
故 
nCA NN) EE) 一 0. 
同 理 可 证 ptAs 门 E)==0. 
根据 训 & 计 一 名 知 C4 门 记 )&CA 丫 雇 ) 二 名 ,这 样 ,由 yy 的 可 加 性 ， 
我 们 有 
CAA NBEODLNED) SS pA NE) 十 cA, NN FE)=0. 
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再 庶 用 绿 关 于 关上 只 有 (MD 性 帮 (6.1.16) 我 们 得 到 
证 ) 一 0 
这 与 56.1.15) 了 矛盾 ! 从 而 ， 
ACT 四 下)& 0, 

即 ADALE A, (FG), 

对 于 负 集 的 情况 ,我 们 可 以 类 似 证 明 . 

引 理 6.1.3 wx 的 任意 两 个 正 集 (分 别 地 , 负 集 ) 的 差 集 及 可 
列 个 正 集 (分 旱地 , 负 集 ) 的 并 集 仍 为 正 集 ( 分 别 地 , 负 集 ), 

证 明 ”我们 仅 对 正 集 的 情况 证 明 , 负 集 的 情况 可 以 类 似 得 到 . 

(1) 设 1, 丰 EE 帮 (加 ), 对 于 任何 下 E 各, 我 们 有 (A1 曲 ,) 
&FEes HAOALE SCALANILE SS ASLALF) ,再 由 A,E 
M4) 及 EE 知 

ACCAL OADBF) = pA LALEY) SF 0. 

BT AOAEA, (G), 

02) 设 (8} 忆 -到 (加 ), 则 对 于 任何 EE 多 有 N88FEES 和 [I 


(A )20. 由 名 的 定义 ,( 局 亢 .， &FE 江 .利用 命题 3 1. 2(3)、 


pA U A EE)— pVU CBF)). 
再 由 命题 56.1.1(3) 知 ,对 于 任何 nn,A 中 FFE.A_ (9), 
令 有 二 避 玉 二 A 时 8 由 ( 仆 ) 基 区- 如 . (加), 叉 国 为 
{他 小 是 - 列 互 不 和 丰 交 的 模糊 集合 列 以 及 


( U AY RE 一 U SF) -6,, 


n= 1 


所 以 pf (部) BF) 二 p( 人 6,) = 沁 jcC) 之 0, 这 梯 我 们 就 证 上 
TUAE .AS). 
定理 6. 1. 2 (哈恩 分 解 定理 1) 设 x 是 模糊 集合 上 的 广义 模 


糊 值 测度 , 且 (3DE 4? ,jC 有 A) 关 吕 ,EE 吕 ， 如果 史 关 于 六 具有 
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(MD) 性 和 (CN) 性 , 则 存在 让 ,六 EE 名 ,A& 证 = 好 ,使 得 刁 一 部 中 广 旦 疝 
EH (BI BE A (GY). 


证 明 令 4 二 ,syp A( 有 A), 由 于 GIEA' HAE FP’ (RY. 
根据 模糊 数 的 上 确 界 定义 ,对 于 任何 自然 数 * ,我们 都 能 找到 .EE 
-2 (各) ,使 得 


A) 十 六 ,n= 12 
今 和 = 出 元, 由 引 理 6.1.3 知 ,EC (多), 从 而 
ME sop p(B) 一 < +1. 
Be A (Py n 
再 由 命题 6. 1, 1(4) 
HH) Gy) 十 广 忒 pCZA) 十 寺 
令 no, 我 们 得 到 


从 而 


即 让 为 多 中 所 有 正 集 中 测度 值 最 大 的 模糊 集合 , 且 C7) 尖 守 .下 
面 我 们 证 明 忆 一 XGO 为 负 集 ,也 就 是 证 明 , 对 于 任何 识 婚 多 且 天 
它 吕 有 pl)&0. 事实 上 ,如 果 存 在 六 和 多 上 且 记性 站 使 得 六 ( 产 ，) 
才 0. 由 于 光 闫 于 具有 (CN) 竹 ,一 定 存在 ECE, 且 访 E.A 
(名) 使 得 (EB,) 关 0. 

另 一 方面 ,由 于 AEAL(B) 有 N88 CASB=g ,Wp A&E. 
二 逆 , 这 样 根据 全 关于 具有 (CM) 性 ,由 引 理 3.2 知 DE,E .Hj 
《99), 又 因为 yx 家 小 隆 9, 世 以 

(ADE) = pA 十 plED) > uA) ma 
这 与 & 的 定义 相 牙 盾 ! 这 样 我 们 就 证 明了 对 于 任何 Ec 多 自 ECB 
"239* 


有 HE) 二 0 从 而 了 BEA (3), 
定理 6. 1.3 没 产 是 模糊 集合 上 的 广 久 模糊 值 测 麻 是 jl) 


才 SOY 让 EE 多 ) ,如果 多 关于 py 具有 CM) 性 , 则 jp 具有 哈恩 分 解 的 
充 要 条 件 为 多 关于 其 有 CN) 性 . 
证 明 ”充分 性 , 见 定理 3. 1. 2， 
必要 性 , 设 让 ,证 为 及 关于 J 的 了 哈恩 分 解 , 即 XX 二 ADE,A& 记 
一 廊下 GE -多 ) 和 BE. (多 ). 对 于 任何 证 E 区, 如果 pl 宫 ) 关 
0, 则 (证 ) 朗 0 或 x( 凑 ) 才 0. 下面 我 们 证 明 , 当 A( 瑟 ?地 0 时 ,我 们 有 
A( 正 。 凋 ) 天 0. 事实 上 ,假若 不 然 , 则 
AP 下》 =—AA( (EE. A)DE.B)) 
—p(E .A)+ AE .BE) 
=p(KE .2A)0 
与 zf( 瑟 ) 交 0 六 盾 1 上 页 站 -再 ) 天 0 上 且 雇 。 施 定 天, 从 而 
E-.BEe.A_ (¥). 
闻 理 可 证 , 当 p{ 这 ) 才 0 时 ,我 们 有 官 " AE.A (3) 
ACE . A) 0. 
故 亡 具 有 CN) 性 ,从 而 字 关 于 具有 (CN) 性 . 
定理 6.1.4 设 为 模糊 集 合 上 的 广义 模糊 值 测 滩 ,上 重 za) 
天 ca(y 有 EE 多 ), 氏 关于 具有 (CM) 性 , 则 存在 互 不 相交 的 模糊 集 
志 , 言 , 记 使 得 一 ADBODC ,其 中 EA (3) ,EA (名 ) ,让 为 
关于 上 不 具有 CN) 性 的 集合 . 
证 明 ”对 于 ;类似 于 定理 6.1.2 的 证 明 , 可 以 得 到 让 E .用 
(多 ) ,使 得 对 于 任何 .EK4 (加) ,有 
LA EE KA), CE 7). 
对 于 产 的 任何 一 个 负 集 着 (CsES) ,对 于 任何 六 所 多 ,应 有 
(站 已 ) < 0. 


及 而 
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《一 (BSF) > 0, 
即 总 为 一 “的 正 集 . 类似 定 理 6. 1.2 的 证 明 , 可 以 找到 一 “的 正 集 
站 满足 ;对 于 任何 ,EA 名), (一 J (BD) 和 (一 p(B). 
我 们 令 
C=XOAOQOEB, 
下 商 我 们 证 明 记 关于 gp 不 具有 (CN) 性 . 事实 上 ,假若 不 然 ,不 妨 设 
存在 忆 的 正 子 集 下 使 得 
CF) 天 0. 
则 六 名 六 二 名 ,月 广 外 启 E .AV (加) 及 
A(ADE) = AD + nF) > plA), 
这 与 站 的 定 头 相 牙 盾 ! 如 果 存 在 心 的 负 子 集训 使 得 
{EB) 0, | 
则 BauE—2,H BOEC.A_(G),H 
(一 A BOE) = WE) CE) > (— BY). 
这 与 对 于 任何 访 E.A_( 名 )， 
《一 OB) RE p08) 
相 了 矛盾 ! 因此 , 不 存在 测度 非 鹤 的 正 于 集 和 负 子 集 , 即 尼 关 于 jy 
不 具有 CN) 性 ， 
定理 6.1.5 设 记 为 模糊 集合 上 的 广义 模糊 值 测度 ,yt 友和 关 
(YY 让 GE 史 ) ,并 是 史 关 于 py 具有 CM) 性 ,如 果 存 在 眶 不 相交 的 模 
糊 集 训 , 襄 ,CE 使 得 六 二 序 旬 六 虽 C ,其 中 AE A ,BEA. 
(加 ) , 帮 关 于 不 具有 (CN) 性 , 则 忆 = 名 的 充分 必要 条 人 忻 为 号 类 于 
户 具有 (性 . 
证 明 由 定理 6.1.4 和 定理 6.1. 3 得 到 . 
一 般 地 , 邵 苇 模 精 集 全 上 的 广义 模糊 值 测 度 员 有 了 眙 是 分 解 , 则 
这 种 分 解 并 不 唯一 , 如 果 广 义 模 糊 值 测度 存在 两 个 哈恩 分 解 区 二 
丰 呈 BB, 入 一 :中 EB,, 则 对 于 任何 站 E 史 ,有 
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a(E.AD) = pE.A) 和 pCE.B) = AE.B.,). 
事实 上 ;由 于 让 "(名 A 六， 六, 可 知 
aE . (A OA 20. 
同样 ,由 于 庄 ， (NOAJICE(X 昌 A = 庆 廊 , 若 
pF. (A NY) 0, 


结合 两 方面 ;我 们 右 
A A, OA = 0. 
回 理 可 证 


A(ECA, DAI = 0,. 
男 一 方面 ,因为 
AUA, = (A DH) PA = (HO A) DNDN, 
所 以 
HE «CA, UA) =—pE ,CA OA) DA) 
= (A GAN BE A)) 
一 的 让。 全 AN) + pF , A,) 


—p(E . A,). 
辣 理 可 得 
(让 CA UA) = ptE A). 
县 而 
(站 ， A) 一 pFE » As). 
类 似 可 证 


EE .By = nlFE .By, 
出 上 述 结果 ,如 果 为 模糊 集合 上 的 广 记 模 糊 值 测度 ,日 
A) 关 CECY 有 E93) ,以 及 党 关于 py 具有 (CM) 性 和 CN) 性 ,我 们 在 
各 上 定义 


pt (EY) 一 EA), pi (B= A .FB), (VEE %), 
则 对 于 任何 疤 eE 效 ， 
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AHE) = (CADE =A B+ uF -By 
uCE A) ~ (~ CE .BB) 
At (EY 一 pe Ck), 


| 


即 
LEY 一 pt CF) 一 Ap (EY. 
pf ( 训 ) 和 px ( 记 ) 唯 一 确定 两 个 大 于 等 于 零 的 模糊 数 , 我 们 分 别称 
kt 和 pg 为 的 上 变 差 和 下 变 差 , 令 
A 
则 称 g* 为 & 的 全 变 差 . 可 以 证 明 ,yy' 为 罗 上 的 模糊 值 测度 . 二 此 ， 
我 们 有 
定理 6.1.6 ( 约 当 分 解 定理 ) 设 为 模糊 集合 上 的 广 闷 模糊 
值 测度 ,xX) 了 SCY ES) ,如 果 多 关于 疡 具有 (az) 注 及 (N) 
性 , 则 产 可 以 分 和解 为 它 的 上 .下 变 差 之 差 , 即 对 竺 任何 豆 E 安 ， 
FE = pt (Ey 一 pe (EY. 
推论 6.1.1 设 记 为 模糊 集合 上 的 广义 模糊 值 测度 ,CD) 郑 
oY ES), 如 果 名 关于 pg 其 有 CM) 性 和 (CN) 性 , 则 对 于 任何 


. 亡 学 ， 


A CE) 一 SUpPTAKR F € BEY), 
x (FE) 一 一 inffp(F); Fe weE)}. 
证 明 设 关 = 有 ABB 为 的 哈恩 分 解 , 则 对 于 任何 天 CC 芋 , 有 有 
HP) 一 pF :A+ nF + BB), 
由 于 疡 玉 证) 所 0, 所 以 ， 
LCF) < (站 » A). 
又 根据 模糊 值 测度 的 单调 性 ， 
Pr (KE) 六 pt (Fy). 
因此 ,对 于 性 何 FCE HH FEY， 
pt CF) (FF) = pF ,AD pF). 


"243， 


另 - :方面 ,因为 亡 - ACE, 且 
EE A) 一 AI (FE), 
从 而 , 垢 们 有 
A (CE) 一 sup {p(sF € BE)). 
同 理 可 证 
A AEY 一 一 inf 次) 和 宝生 (FE)}. 
注 6.1.1 根据 定理 6.1.1, 对 于 学 只 要 求 具有 4 7) 性, 我们 
一 样 可 以 得 到 上 述 两 种 形式 的 约 当 分 解 , 此 时 ， 
pr (EY pePo) 和 AP EF) = pAE Qo), 
其 中 Ps 和 Qo 为 经 典 集 . 


6. 2 广义 模糊 值 测度 的 绝对 连续 


定义 6.2.1 设 jy,v 为 模糊 集合 上 的 广义 模糊 值 测度 ,我 们 
称 ” 关 于 是 绝对 连续 的 , 记 为 ve rmy 如 果 对 于 任何 EE 多 ， 
pg* (CA) 二 0, 有 vA}=0. 

定理 6.2.1 设 j,v 为 模糊 集合 上 的 广义 模糊 值 测度 ,cA》 
并 吕 和 vA) 郑 OY AEB) ,及 jr (名 EA' yy' (名)E 4' ,如 果 名 
关于 和 :具有 司 ) 性 . 则 以 下 命题 等 价 : 

C1) BSA 

(2) 对 任何 AGE] 巡天 利 直 全 A 

《3) 和 

(4) ps 

(5) 对 于 任意 给 定 的 :>0, 存 在 85(e)>0 使 得 对 于 站 所 多， 
"(yl(e) 时 有 vv* (EE) <ie. 

证 明 

(1) 把 (27 由 模糊 数 的 定义 是 显然 的 . 
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(1)=(3) 设 (C1) 成 立 , 则 当 A《 疡 ) 二 0,BE 多 ,有 vw) 一 0. 因 

为 名 关于 vy 具有 (S) 性 ,根据 定理 65.1. 1, 存在 苹 关 于 + 的 哈恩 分 
解 , 即 区 = 也 中 Qo Poga 一 外 . 对 于 天" ,我 们 有 
Op (EP)RA" (ES=0 


和 
OA EQ) A (FE) 一 0， 
因此 有 
yt (Ey 一 v(FSGP YS 0 
和 和 
BY 一 一 区 让 8) = 0. 
破 


六 和 上 和 六 巡 忆 ， 
(3) 二 (1) 由 "一 睹 一 性 即 得 . 
《3) 一 (4》 由 于 产 是 有 十 的 模糊 值 测度 ,所 以 ,4 六 一 请 ， 
从 而 (4) 可 以 由 (3) 直 接 推出 ， 
(4)=> C3) 因 Ce" "==p' ;所 以 ,如 果 (4) 成 立 , 则 对 于 和 任何 下 
世人 克 ,Cp ) "(NA) 一 px* CNA) 二 0, 有 
(Vv)* CA) = vy* (A) = 0, 
即 
vt (A}+Y (A = 人 
再 根据 二 和 “都 是 模糊 值 测度 ,从 而 由 它们 的 非 负 性 ,我 们 有， 
vt+ (A) 一 (A 一 0， 
即 
有 和 过 各 
《4) 一 (5) 设 (4)? 成 立 , 如 果 (5) 不 成 立 , 则 存在 se>0 司 得 对 于 
任何 SG>0, 都 存在 六 Ep (Ey) <8 但 是 EM (Es) Ate. 我 们 记 


访 = 志 ( 5) ， 和 站 一 lim 直 世 ， 


ee 一 过 
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则 产 筷 多 ,根据 定理 3. 2.2 和 命题 3. 2.5, 有 


OE pg CE) 一 Ar" (lim DE) 


一 CD lim ( EE,) 


(PP) lim > 5 (CE,) 


A* (FE) = 0. 
肯 由 模糊 数 极 限 的 保 序 性 和 模糊 值 测度 的 单调 性 ,有 
2 (Fy = y* [lim 的 区) 一 《5) limx” 1 ‘BE,) 


(Cp) limy* {E,). 
因为 对 于 任何 ny” (并 Ae ;所 以 
CP) limv” CE.) 2 eo. 

从 而 

2 (EE) 所 Er 
矿 

有 《Ey 0, 
这 与 v* 之 p' 蔬 盾 ! 因此 (C5) 成 立 . 

(5) 一 (4) 设 (5) 成 立 , 设 廊 E 名 上 且 jp" (FE) 二 0. 则 对 于 和 任何 e 一 

二 >0, 存在 G(e 0 由 pj" (二 )= 一 0 之 6(e) 及 (5) 知 


0 (BE) <e=i. 


故 
0 所 y (0， 
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即 
站 
定义 6.2.2 设 关 和 都 是 多 上 的 广义 模糊 值 测 度 ,我 们 称 ， 
关于 是 奇异 的 , 记 为 vg, 如 果 存 在 证 E 只 使 得 
A (FE) 一 v" (Fy = 0. 
命题 5.2.1 设 关 ne 都 是 多 上 的 广义 寞 寡 值 测度 ,对 任何 


站 各 区 有 (和 天 所 (有 天 号 和 和 (天 忆 , 如 果 名 关于 和 上 
加 和 名 十 二 :一 yz 具有 (5) 性 ; 则 

Cm Sp 

Coyne ts 

《3) EA 和 SL vy). 

证 明 

C1) 国 为 ( 瑟 ) 一 站 ,所 以 (人 1) 显然 成 立 . 

(2) 因为 “上 wm, 则 存在 总 E 容 使 得 

A (ED) 一 yw FF) 一 0 一 ,2. 

因此 ,对 于 任何 CE,, 半 EE 史 有 


A" (A) = 0. 《6.2. 1) 
和 对 于 任何 语 CCEf ,i 一 1,2, 访 全 吕 有 
»" (B) = 0. 《6.2.2) 


又 由 于 多 关于 十 ww 具有 (5) 手 ,根据 定理 6. 1.1, 存 在 闷 关 于 

十 w 的 经 典 集合 的 哈恩 分 解 已 , 和 Q 使 得 
X=PDAQA BB Pb = 好 . 

则 对 于 任何 读 己 识 *， 闻 ;5 ,我 们 有 

Gi 十 ye " 定 ) 一 十 57 《着 ) 十 十)” 并) 
二 十 vO) 写 Poy 十 (十 2 站- 各) 
二 (六 Po) 二 BP 二 (EQ) 

二 加 ( 玉 10) 
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ut EY 十 rv (FE) 十 rT (ED) 十 vi (EE) 
=v {EE) + vi (Fy 一 0. 《6. 2. 3) 
对 于 DCE, ， E,= (XOE) . (XOE) =—E: . EmE, . ED 
Ei * 让, ,我 们 有 
Op (FE) pa FE FE BE .EDE .EE,) 
Sp" (下 - Eo) + pr CE, Es + pr CE » Ky. 
由 (6.3.1) 式 我 们 得 到 
A* CE) = 0, 《6. 2. 4) 
因此 ,我 们 取 记 二 声 ，… 琢 ,由 (6.2.3) 和 (6.2.4) 知 
LAEY = 0 + me) (FE) 一 0. 
即 
二 ww) 上 大 
《3) 类 似 (27 可 以 证 明 ， 


定理 6.2.2 设 yv 是 罗 上 的 广义 模糊 值 测度 ,xx( 衣 ) 关 2 和 


LN)O(Y 记 E 和 SD) 及 jr (多 ) EA' (加 )EA' ,如 果 名 关于 
和 vv 具有 有 (5) 性 , 则 以 下 命题 等 价 : 
(lvl; 
《2) 存在 AE 3 使 得 jy"' (A) 一 0 一 v* (4); 
《3 vp 和 vv Ln; 
4) 1" | 
证 明 
C1) 地 (2) 因为 Lp 所 以 ,存在 二 E 多 使 得 
p(tA}=0=v" (aA), 
对 二 任何 评 总 学, 我 们 有 
ww (EFE) 一 2 KE. A)+v EE. A), 
又 由 于 DSS yA 一 0; 从 而 
2 (Ey) = vr* (EE ., A), 
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我 们 一 直 进 行 下 去 ,我 们 得 到 
bY” (EE) = (KE * A"), nn 二 二 2 
我 们 定义 
A 二 limA". 
显然 4 所 区, 旧 
A CA) 一 (lim 种 ) 一 《5) limp (A). 
再 由 站" 竹下 及 PC) 一 0 和 A 的 单调 性 ,我 们 有 
AK" (A0) = 0. 
另 一 方面 ,根据 (6， 2.5), 有 
weAD) = AGA) n= 2, 
有 从 而 由 态 ， A 一 A5， A 二 逆 知 
5 (As) = (Pp) limy” (CAs » 2") 
一 (im(As + A = (2G) = 0, 
《23=(1) 显然 . 


《6. 2.5) 


(1) 志 (3) 由 yw == 二 十 vi C1) "= 二 v+ (vy 7)* 二 vw 有 即 得 . 
3) 一 (1) 由 于 v= 二 v1 一 y 敌 , 凶 甘于 vy" 一 y "具有 (SS) 性 ,应用 


命题 6.2,1(3) 知 vx 
(CDS) 由 Co)" 二 pe* 及 (rv* "二 v* 即 得 ， 


定理 6.2.3 设 g 和 vw 都 是 多 上 的 广 闵 模糊 值 测度 ,nu( 有 4) 关 
和 天 EY AEB) 及 pr (I)E A' 1 (名)}EA4' ,如 果 名 关 
于 gg 和 w 具 有 CS) 性 , 且 vg 和 vg; 则 对 于 任何 让 CE 名 ,有 六 二》 


=0, 
] 


证 明 因为 ip, 由 定理 6.2. 1, 对 于 元 六 0, 存 在 3i3 0， 


使 得 对 于 任何 让 E 侈 , 当 p' (<6f3) 时 ,有 
1 


并 - 


pr (FY) < 


= D49 » 


六 由 于 vw 上 Lg; 所 以 存在 衣 E 名 使 得 
A (CA) = vy* CA) = 0. 


即 
A CA) = OH LL, 
从 而 
vw (A) < 
nn 
再 由 于 = 的 任意 性 ， 
wv (A) 一 0. 


因此 ,对 于 任何 总 后 名 ,由 其。 志 志 相关。 主人 于 二 乔 
yy EA TE A) 
uA + v' (A) 一 0， 
a 
Ey (EY)=r (Fy= 0. 
这 样 ,我 们 就 证 明了 
vy = vr (KE 一 二 《 疡 ) 一 0. 


6.3 广义 模糊 值 测度 的 勒 贝 格 分 解 
与 榨 东 -尼古丁 表示 定理 


引 理 6.3.1 设 &g 和 vv 都 是 宅 上 模糊 值 测 度 ,yt 扣 ) 关 吕 和 
天 OCW AE 和 SD) 及 pe (名)E A' 和 vw (多 YE A' ,如 果 对 于 任何 
实数 9 汪 0, 各 关于 uv 一 g* 4 具有 (S) 性 , 则 对 于 任何 袜 数 10, 存 
在 XX 的 经 典 集 可 列 分 划 {Si}ie w,C 忆 名 ,使 得 

kK(S0) = 0， 
及 对 于 任何 EN, 一 NU 10} 和 六 E 名 (Si) ,我 们 有 
ro) pp) MM) Er M4). 
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证 明 对 于 任何 的 天 E No, 我 们 定义 @ 二 v 一 r* pt; 由 定理 
6.1.1 知 存 在 区 关于 rE 的 哈恩 分 解 六 一 忆 和 中 天 ,我们 令 
名， 一 由 Pie %,, 如 一 1 工 :2，…. 
对 于 每 个 正 整 数 ,我 们 定义 
Pr =P, 点 一 天 
一 卫 ， OBP,, nn. 
则 {Pi } 是 一 列 互 不 相交 列 , 且 
2, -BP "nn 一 1 2 
如 毕 冶 E25Q ,我 们 记 
六 ,二 .Pr, 
则 { 设 ,} yw 是 党 中 的 一 列 互让 相交 的 模 灿 集合, 且 
应 一 外 主 . 
又 由 于 前 ,EE 多 (CPi) 守则 
a ) > 0， nAn. 
即 
AM — rep Wi,) > 0. 
再 由 神 糊 数 的 性 质 ， 
sv rr kuCM), 
从 而 


而) 一 vl 四 应 ) 一 >)v( 府 ，) 


下 二 


Or kh) = 7 oka hd) 
上 二 nn 此 一 严 


Pr， n> nt) 二 rr? nk 提 太 ) 
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一 r "nutM), Rl, 
因此 ,对 于 任何 自然 数 = 我们 有 


Ee QI rn pM). (8. 3.1) 
又 由 于 如 果 站 CQ5sCP5 , 则 根据 定理 6.1.1 
WE SOI rr. 《6. 3.2) 


显 杖 (@.} 是 一 个 单调 三 的 经 典 集 序列 ,和 且 ,EE 加 ,我 们 定义 
So = lim®&., SI 
和 
一 名 -1 《 > 1). 


则 SE ,REN, 及 X= 人 BS 
如 果 上 >1 和 前 E 多 (5,)， 
则 
EE SQ CC GQ). 
同 祥 有 
VE Bm). 
由 56. 3. 1) 和 (C6. 3.2) 即 得 
rik Dec uM 二 rr。 uth). 
如 果 站 一 1 和 新 EE 区 (S17), 则 
ME GR) TC EPY), 
因此 ,前 性 Pi. 从 而 由 + 的 非 负 性 及 (6. 3. 2}, 有 
vA Sr pMY. 
如 果 包 二 0, 由 5, 二 HmQ, 及 QQ: 是 单调 减 的 ,有 
Su E GQ), Ck € N). 
所 以 ,出 (6. 3.1) 馈 
VS) Er * ERAS0), (EN), 
有 即 
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0 p80) < avso). 
理由 去 的 任意 性 ,我 们 有 
HAUSo) = 0, 
定理 6.3.1 〈 勒 由 格 分 解 定理 ) 设 和 都 是 多 于 的 广义 模 
糊 值 测度 ,wx( 名 ) 隆 SS 和 vi) 关 c0tY 有 EB 及 pe ( 喀 YEA* 和 v* 
(多 )E 4* ,如 果 对 于 任何 实数 gq 守 0, 写 关于 vgn 入 具有 (5S) 性 ， 
则 存在 唯一 的 一 对 办 上 的 广义 模糊 值 测度 Cows) 司 得 > 一 m 十 内 ， 
wavs | vA 和 ww (A) 关 EOY 让 和 区 ). 进一步 地 ,如 
果 产 是 史上 的 模糊 值 测度 且 jx(A) 了 关 o6CY AE 多), 则 存在 . 禾 - 机 
数列 {1} 使 得 
ve() 一 (站 lim| fid 
证 明 
《1) 唯一 性 . 如果 存 在 另外 一 对 广义 模 精 值 测度 以 ,地 ?满足 
定理 的 结果 , 则 
一 区 十 由 一 由 十 由， (6, 3. 3) 


其 中 到 灾 yw 和 vs 上 于 |x 由 6.3.3) 务 ;对 于 任何 A*E 
(0,1], 


天 (十 王 ( 二 VW) 十 二 (1) (6. 3. 4) 
和 

于) 二 二 (0 一 VC) 十 vt C0), 
从 而 

yO 《6. 3. 5) 
和 

(一 一 一 《6.3. 6) 


及 由 于 yw 上 和 ys Lg; 所 以 
53+: 


同上 Ps LEO Liv Lk 
应 用 命题 6. 2. 1 ,我 们 有 
Ys 和 Of 一 天) 荆 太 
再 由 定理 6. ?2.1 ,我 们 得 到 
Gp 和 GE 
因此 ,由 定理 6.2.3 及 (6.3.5) 和 (C6. 3.6),; 对 寸 任何 亡 ES 鸣 , 有 
(一 凡人) = 0s, — vs) EY = 0 


种 
(二 OE) = ist 一 由) 站) 一 0， 
从 而 ,我 们 有 
Ji 一 2 ” ! 一 Vor 
利 bs, 一 v's, sl 一 Ye, 
即 


二 和 Hs 一 到 
(2) 我 们 只 敌对 模糊 值 测 诬 存 在 分 解 (v,vs) 证 明 即 可 , 事实 

上 ,如 果 wz{ 训 ?天 ce(yY 让 EE 名), 由 定理 6.2.1 和 定理 6. 2.2, 我 们 
只 须 用 gx" 代替 py 即 可 . 如 果 定 理 对 十 yx 和 > 都 是 党 上 的 模糊 测度 
且 pA) 关口 和 和 vA 了 SY EE 多) 成 立 ,我 们 可 以 考虑 世 为 吕 
上 的 广义 模糊 值 测 度 , 且 v2) 关 SY AE 多), 则 

四 二 
因此 ,由 该 定理 知 , 对 于 芭 和 者 存在 勒 凡 格 分 解 : 

一 2 十 二 
其 中 ,于 才 疡 和 二 以 及 
二 二 
其 中 sp1. 克 利 Ms 我 们 定义 
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vw 一 bv 一 
和 
vs 一 2 一 坏 ， 
则 pvs Le 和 且 
记 二 呈 一 超 二 证 十 城 一代 十 坑 ) 
二 (一 委 》 十 Gi 一 .》 
= 十 Hs, 
即 v 存在 勒 贝 格 分 解 . 


(3) 以 下 我 们 设 产 和 >" 都 是 多 上 的 模糊 值 油 度 ,日 (了 关 咯 


和 (和 天 ce(Y XE 多 ).m 为 一 非 负 整数 .由 引 理 6. 3. 1 ,对 于 -一 
2 ,在 在 可 列 分 类 {Stlie NC 使 得 


X=BSmrr 且 p50) =0. C6. 3.7) 
对 于 任何 有 >0, 前 所 家 0S ,有 
2"R 1) A EM) 二 2 "kuti), (8.3.8) 
设 及 记忆 NN, 考 上 庶 
M = Si Sati (6, 3.9) 
避 然 ,ME 名 (5 各 可 EE 久 (5, .1.8). 这样, 由 (6. 3.8), 我 们 有 
2 Dk Oo 1 pS Sms) 
< VOSS Sn) 


2 Ds Omi) 《6. 3.10) 
和 
2 "Cn Oo 1 psn Hmli.a) 
< LOS sn * Smt1k) 
2 (86, 3.11) 
由 C6. 3.10} ,我 们 得 到 
2 (SC 
(6. 3, 12) 
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各 由 C6. 3.11) ,我 们 得 到 
20n 一 1 JRKS。 Se SR PCS。 * Snrin). 
(8. 3. 13》 
由 56. 3. 12) 知 , 当 2n< 一 1 时 ,CSw Snr) 一 0 和 由 (6. 3.13) 
知 , 当 2 一 1) 丰 时 ,ts Sat 一 0. 故 
当下 过 2n 一 2 或 EE 六 24 十 1 时 ,p(Bmn* Satin) = 0D. 
(6. 3.14) 
因此 ,只 有 当 并 一 加 一 2,2a 一 1 2 2 二 1 时 ,RSS。 才 有 
可 能 是 大 于 零 的 . 使 用 (6, 3. 7) ,我 们 有 


Sn 一 nn 下 用 =@BS.. ” tl 《6. 了 3， 15) 


让 我 们 记 
Q. 一 ( 轩 (S -500)B( 图 (5 So 
则 对 于 任何 Pin 
2389 十 上 


in 一 Cnn 中 (是 Sn ” Sut1.t} 县 HO, ) 一 0. 


2 


(6. 3.16) 
我 们 定义 
P= (5s. Oo , 
I 由 06. 3. 16) 和 (6. 3.7) 得 到 
uP) = 0. 


(C4) 对 于 任何 xy 我 们 定义 所: X->[D, 十 co]， 
六 (一 2 一 1) Salr) * P(r), 


C6. 3.17) 


显然 ,fi.€ .B81 ,因此 ;由 定理 4.3.2 知 fE 名 1 
对 二 任何 %,PEN ,我 们 考 虚 实 值 简单 多 -函数 
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Sap =0 P 十 0- (由 (SP 


+ Dan — D8 PY, 《6. 3, 18) 
则 5S。,r 是 满足 定义 5.1.2 中 的 条 件 ， 又 由 于 对 于 任何 A4ES,p(A) 
总 ,所 以 | fdx 存在 ' 且 


| fadp 一 (也 lim| sd (WM € FY (6.3.19) 
5) 以 下 我 们 首先 证 明 , 对 于 和 月 E 多 ,有 
uM) = () lim | fdp + u( 股 -P). 


事实 上 , 设 及 EE 加,m>0, 由 (C6. 3.8), 我 们 有 
vs) En pM ), 
因此 ， 


汶 册 -人 BS) 一 以 四 应. Son) 


一 Su -Sn 


扫 >》)2 ”pp 条 So (6.3.20) 


又 因为 So 一 ( 思 S-] ,县 且 衣 。 产 所 机。S5o 所 以 ,由 (6. 3. 20) 
得 


HM =v PY -AM Pr’) 
uM P+ rv S50) 


一 (再 ，P) 十 以 碳 .四 So 


xv P+ Shar np Sm) (6.3.21) 


另 一 片面 ,由 于 前 :PP .SCP， 所 以 ,根据 (6. 3. 8) 和 CP) 
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二 0 鲁 
OSM Ps) 2 "Pp. Ps,r) 0, 
印 
(和 SEN (6, 3. 22) 
马 由 于 { 相 .已 . Smjpjpenx 为 鹤 中 互 不 相交 的 集 列 , 则 
0= DvP .Se) 


Fo 
一 yf 将.P “D5. 
—v(M PP. S50,), (8. 3. 23) 
往 意 到 已 ,8。o 都 是 经 典 集 , 则 PCS50,P， S56 二 P, 因 此, 我们 
有 有 
MS50) uP DB PY, 5%,) 
=—v( .PS v( 用 ,P: .S850) 
= Pu Py. (6.3.243 
对 于 上 及 ， 5 应 用 (6.3.8), 有 
ve Sn) 2 Cn Dh S,,). 


故 


本 ，S50) 一 以 阁 . 国 So 一 SWw( 攻 ，S,) 


EE 
ll 
- 


> D2 ~ Cn Da Sa). (6.3.25) 
n=| 
从 而 , 击 46. 3.24) 和 66.3.25) 得 到 
veM) vhf PY) Hv P') 
二 v( 胡 .PP) 十 雹 本 -So 
SP) HF Dr Dp S,). 6.3.26) 


n=1 
结合 (6. 3.21) 和 (6. 3.26) ,我 们 得 到 
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vm Pp) D2 "Cn om Dual. S,.,) 


一 1 


vi) 
所 区 和 - 书 ) 十 S12 “nus). (6.3.27) 
再 由 所 的 定义 知 
| Aaz = 人 D lim | Smsdp 


一 12 一 IaH 机 Pr 。 站 oa 


而 六 表 5 一 证 P'，Sm.a), 从 而 由 
HP 一 0 及 币 ， 5 PCP, 知 

uBRWB Sa) 一 Am 本 .已 。S。)， 
因此 ,(6. 3. 27? 可 以 改写 为 


PC PP) 十 | fdn rf) 


Sy PP) + D2 en pM P+ S00), 
Hr 1 


【6. 3. 28) 
这 样 ,对 于 任何 4E 人 0,1], 有 


MM) P+ D2 np HP'S,,). 


三 扣 上 
(6. 3. 291) 
再 根据 定义 5. 1. 4， 


(| "de ， 一 jim| Sedu 


= 2" Dp (MP .Sa), 


r=] 


从 而 ;由 (6. 3. 29) 得 到 
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本 (而 ) 委 页 ( 郁 ，P) 十 (| an 
十 D2 "ep Pr .Sy (6.3.30) 


同 理 有 
oe 1 十 
玉 (前) 二 由 ( 府 . 已 ) 十 [| 六 dl 


十 Dom RM- PeS,), (6.3.31? 
故 
v{ 胡 ,Py 十 | fedpe rv) 


Cv( 用 .Py 十 | ar 十 2-"p《 府 .So 


《6. 3. 32) 
再 出 Swo) 一 0 及 机 ,SoCS 所 以 
A 六) 二 pp( 航 5%) 十 的 凋 。535 0) 一 的 主 .S ). 
代入 (6. 3. 32), 有 


v( 租 . 记 ) 十 | ra sv( 衣 ) 


<SV( 李 。 疡 ) 十 | an 十 2- "uch). 
(6. 3. 33》 


邻 m=00, 则 


“AM) 一 的 条 -PP) 十 《人 iim| dz 


(6) 最 后 我 们 证 明光 矿 。P) 和 (5) lim | 六 dz 即 为 定理 所 要 
求 的 ww 入 ,事实 上 , 仿 
vs(F) = veP » FE) 
和 
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v.(E) = (Cp) lim | fudp, CE EE YY). 


由 户 的 定义 知 "(PY 二 pg(P)=0, 叉 由 PE 名 ,所 以 P， P= 六 ， 
从 而 
PD) = 由 (PP = uP: PF) = rv =o. 
Byvs | pg 
如 果 前 EE 人 名 使 得 pr (入) 一 pt 及 ) 一 0, 由 定理 5. 2.5, 对 于 任 
何 mEEN， 


| fan = 0., 
故 
mW) = (5) lim | fod 一 0， 
即 yy 至 此 ,定理 全 部 证 明 . 
注 5.3.1 从 定理 6.3.1 的 证 明 这 程 可 以 看 出 ,我 们 所 定义 
的 序列 {1sew 一 致 收 全 于 一 非 负 实 值 禾 - 函 数 了 ,有 了 是 广 可 积 
的 . 
定理 6.3.2 设 放 和 和 jp 都 是 多 上 的 模糊 值 测度 ,yp( 久 ) 关 史 
{Y 站 ED) 及 pj (多 ) Ed (一 1,2), 如 果 对 于 任何 实数 g 宇 90; 多 
甘于 pw 一 gp 和 和 具有 (S) 性 , 则 存在 史上 的 模糊 值 测 麻 (ww 
使 得 
人 和 vy | Ai 
且 存 在 一 个 f€. 禾 :使 得 
A) 一 | fam, 胡 后 笃 . 


证 明 显然， 
我 们 将 上 述 定 理 变形 ,就 得 到 模糊 值 积分 的 拉 东 -尼古丁 表示 
定理 . 
定理 6.3.3 《 拉 东 -尼古丁 表示 定理 } 设 wn 和 jw 都 是 吃 上 的 
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模糊 值 测度 ,各 (天 cakY 有 有 AE) 及 pw (多 ) EE 4' (i 一 1,2), 如 果 
对 于 任何 实数 9 污 0;, 字 关于 pj 和 jw 一 qm 具有 (5) 性 , 则 以 下 命题 
等 价 . 
(C1) po us 
(2) 存在 jm- 可 积 的 名 -函数 f ,使 得 对 于 任何 计算 多 ,有 
mB) = | fdp. 


证 明 由 定理 5.3.2 和 定理 5.2.5 立 即 可 以 得 到 . 


"202 * 


第 三 部 分 


模糊 值 模糊 浏 度 与 模糊 值 
模糊 积分 


第 7 章 模糊 值 模糊 测度 的 性 质 及 扩张 
7.1 模糊 值 模糊 测度 的 定义 及 性 质 


定义 T.1.1 设 多 瑟 罗 (), 称 因为 一 个 模糊 e 代 数 , 如 果 
.多 具有 人 性质: 

FAl, ,XE, 

F42. 如 果 { 人 3,} 己 7, 则 U 2A.E 

FA3， 其 果 AAAEB, 则 并 多 

显然 ,模糊 集合 -代数 … 定 是 模糊 集合 模糊 代数 ,反之 
不 真 . 

定义 7.1.2 设 近 是 任意 -个 模糊 集 类 , 安 上 的 一 个 模糊 值 
模糊 测度 是 一 个 模糊 值 积 糊 集 函 数 rz 宅 一 ?7+CR) ,如 果 上 具有 
性 质 : 

FM1， 如 果 儿 所 客 , 则 p20 ) 一 0; 

FM2. 如果,BE,ACB, 则 wn(B); 

FM3， 如 果 [ 让 ) 亡 知 , 交 志 二 二 1, 2 出 


sl UZ) = CB) limp(A,); 
FM4. 如 果 {14.1CS 44- 一 12…: 且 存在 mm 交 1 使 
得 PC2) 天 吧 , 则 
A NNN) 一 00) limptA,). 
如 果 g 只 满足 条 件 FM1,FM2 和 FiM3, 则 称 p 为 下 半 连 绪 模 糊 储 


模 焰 测 度 ; 如 果 产 只 满足 条 件 FMI,FM2 和 FM4, 则 称 为 上 半 
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连续 模糊 值 模糊 测度 . 


命题 7.1.1 
测度 ,nC 一 {pg 
度 . 


证 明 由 定理 3.2.2 立 得 . 


命题 7. 1.2 
续 模 糊 值 模糊 测 
度 . 


设 各 是 模 糊 集 合 的 可 加 类 ,x: 是 安 上 的 模糊 值 
(4);AEB}IEA' 由 产 是 宕 上 的 模糊 值 模糊 测 


设 鹤 是 模糊 集合 的 可 加 类 ,m 是 鹤 上 的 下 羊 连 
度 . 如 果 & 具有 可 如 性 , 则 pg 是 写 上 的 模糊 佣 测 


证 明 由 定义 3.2.3 江 得 . 


命题 7. 1.3 
上 是 穷 举 的 . 
证 明 没 全 


设 上 是 模糊 o- 民 数 也 上 的 模糊 值 模糊 测度 , 则 


小 是 多 中 任意 一 个 不 安 序列 , 则 
UE nN UE, 二 忆 ， 


事实 上 ,如 果 门 员 也 关切 , 则 存在 am 和 和 使 得 


A V Ee) > 0. 


从 而 ,对 于 任何 x 宇 1 ,我们 有 


YY E, trio) > 0. 


天 此, 一定 存在 名 之 n 使 得 


Er Cx) > 0. 


于 是 ,一 定 存 在 zh 才 ns 使 得 名, 隆 吉 ,. 这 样 ,我 们 就 有 


EE, Cra) 内 Es (Cro) > 心 ， 
1 


这 与 {8,} 是 不 交 序 列 相 矛盾 ! 故 


UE 0 UE, 2. 


根据 定义 7. 2, 我 们 有 
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CD) limpE) < (p) limg( UE) = pC) = 0， 
再 由 & 古 ,名 上 的 模糊 值 模糊 测度 知 
Cp) limp(E,) 一 0. 
命题 7.1.4 如 果 j( 宛 y= {nx(A); AEPFIEA'，, 
0 pl limE,) Pime EB ) Elime EB) JimE,) . 
进 一 步 地 ,如 果 lim 包 ,一 lim 亡 ,, 则 《Plimpy CE,) 存 在 ,上 且 
CplimplE.) = pl limE,). i 
证 明 因为 介 包 ,77 关 于, 则 
al Uy NE,) = (P) limpl NE.) . 
多 由 于 对 于 任何 nn 汪 ， 


所 以 ， 
A NE,) < infp(E,) 
故 
mllim 和 一 af U NE) 
ee 下】 一 二 
SP) lim infyC%,) ~ (8) limplE,) 
同 理 可 证 


(CO Time,) < pl TimE,). 
定义 7.1.3 模糊 值 模糊 集 孙 数 上 : 多. (R) 称 为 零 时 加 
的 , 记 为 0-add. [分别 地 , 零 可 减 的 , 记 为 0-sub. ,如果 对 于 任何 
太 , 记 EE UFEG( 别 地 , 琴 门 关 E 才 ) ,plF) 一 0, 有 
EUF) = BE) 分 别 地 ,pCENMNF)= (BE)). 
命题 7.1.5 如 果 g 是 一 个 从 宇 门 多 (K) 到 .多 1 (R) 的 模糊 
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值 集 范 数 , 则 j 是 0-add. 充分 必要 条 件 是 £ 是 D-sub. 

证 明 显然 ， 

命题 7.1.6 设 关 是 一 个 从 窜 到 多 ff(R) 上 的 模糊 值 模糊 尘 
末 数 ,如果 对 于 任何 巨 筷 窑 , 关 和 人 朵 ,有 站) 和 关 0, 则 关 是 0-add, 和 
D-sub. 

证 明 由 反 证 法 立 得 . 

定理 7.1.1 设 太 是 .多 上 的 一 个 零 可 加 的 上 半 连 续 的 模糊 
值 模糊 测度 ,AE 和 , 则 对 于 任何 {B,C ,EE 有 (Blimpc) 
一 0 ,yx( 有 UE,) 隆 吕 , 有 

CD limp CA UB) = pA). 
证 明 记名 = 介 名 , 则 由 的 上 连续 性 知 
pFEY = pl NE,) = (8) limp(E,) — 0¢. 
又 由 于 UE AUKE, 这 样 ,由 的 上 连续 性 及 零 可 加 性 ， 
(5) limp (A UE,) = pCA U E) 一 pH). 

类 似 地 ,我 们 有 

定理 7-t2 设 j 是 .上 的 一 个 零 可 减 的 模糊 值 模 糊 测度 ， 
EF , 则 对 于 任何 {BE,} CC, NN 有 (Blimp(E,) 二 0. 有 

CO) limp tA NN EB) = pl AY. 

定义 7.1.4 设 y 是 .名 上 的 一 个 模糊 值 模糊 集 函 数 ,EE 玉 
县 (各 ) 关 加 , 我 们 称 ww 为 关于 页 伪 零 可 加 的 , 记 为 P, 0-add. /六 
《分别 地 , 父 零 证 减 的 , 记 为 P. D-sub. /3 ,如 果 对 于 任何 起 E .多 ， 
CeAflF = {ND:DE F} ,nANE)= (A), 有 

AKC( 站 站 总 ) UC 一 p(y,( 分 刚 地 ,p(B 站 Cy = uc)); 
如 果 对 于 性 何 六 EE. 久 ,py( 有 及) 关 吕 ,pp 关于 育 信 零 可 加 的 (分 别 地 ， 
的 零 可 减 的 ), 则 称 py 是 伪 零 可 加 的 , 记 为 P. 0-add. (分 别 地 , 伪 零 
可 减 的 , 记 为 P. 0-sub. ). 
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命题 7.1.7 设 产 是 罗 。 一 多 站 安 (X) 上 的 模 焕 值 模糊 测度 ， 
站 EF 上 且 px( 训 ) 关 品 , 则 下 列 和 句子 等 价 : 
《13 大 是 P. 0-add. 7 总 ， 
(2) 产量 卫 .0-sub. :As 
(3) 对 于 人 尾 何 EEAN 宛 ,CEAN 访 ,pCANBE) 一 ptA), 有 
A(E UC) = CC)， 
证 明 
(1]=*(2) 因为 站 EE Fl， 所 以 站 是 经 上 典 上 ,从 而 
AR 站 门店 一 ACE UU (ENC 
=aCA UU (ENECOD NEU (ENO 
= NN EF UY CY 
=—p(AN EU CANC)) 
~p((AN EY UO = Ad). 
(2) 二 (1) 设 CEAN 久 6; 则 估 U CA 门 苹 )E 站 六 ,从 而 
HO =pE NO = pAENOUO) 
—Ax((E NO UYU ENANME)D) 
=Ax(E NM CU AN KE))) 
一 AKC UU CAN Ry. 
01) 二 (3) 令 BB=A\,EEAN.Z,, 则 BEAN.F, HE= 
证 . 队 而 
. nA) = ARC 下) = p(B). 
这 样 ; 由 1) 得 
tC Uy Ey = pC UYU CN\BD) = pO). 
(3)=>0》 令 B=ANE,F=A\B, 则 B=A\F, 
HAA) 一 pAN ED) = p(B) = yAN\D), 
从 而 
AKC) =uC UY B) 
=AC UYU ANE 
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=—AC UY AN AN EY)) 
=—pC UYU AN AU FEY)) 
=pxCU CANAYU CANE)) 
一 AKC U AN EE). 
定理 7.1.3 设 刘 ESS,py 是 .多 上 美 于 部 伪 零 可 加 的 模糊 值 
模糊 测度 ,yx( 有 1) 隆 吕 , 和 如果 对 于 任何 {BB} 忆 多 ,BB 和 且 (PlimptA 
门 )=z《2), 则 对 于 任何 CEAN 门 入 ,有 
Blimp(C U CAN BB)) = pC), 


证 明 因为 入 7, 令 训 =U 世 , 所 以 ,由 的 下 连续 性 ， 


(家门 加 =u ANUB) = pl UA NB.)) 
= (limx(AN EB) = nA). 
又 庙 于 识 门 总 和 AN 门 语 ,所 以 ,对 于 任何 尼 E A 站 咏 ， 
CUANENCU AN EE), 
从 而 ,由 的 上 连续 性 及 PP., 0-add. /有 A， 
Cp) limplC U CAN B)) 
| Ne U CANEFDYI = A ANEY) 
一 pty. 
定理 7.1.4 设 AE.F,p 是 .上 关于 及 人 坊 零 可 减 的 模 灯 值 
模糊 测度 :AKC 人 天 cp 如果 对 于 任何 (下 有 ,及 了 由 Co)limA( 机 
Cp) limp(C NN B.} = PC)， 


证 明 令 训 =U 包 , 因 世 7, 所 以 ,由 4 的 下 连续 性 ， 
ABN A =p( UA N B.)) 
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= (Cp) limy( 气 NM B.) = nlA), 
代 由 于 对 于 任何 各 E 亦 站 多 , 它 站 苏 7A 它 门 让 ,从 而 ,由 产 的 下 连续 
性 及 P.0-sub/ 所 ,有 
DP limp€C NB) = pA UCNE) = CN 有 ~ AD 

命题 7.1.8 设 4 是 .F。 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,有 目 jC 有 HA) 关 
¥ 甩 E. 久 ,如 果 对 干 任何 冯 , 二 CE .也 ,总 关 六 有 2AEAB), 则 A 
是 0-add., ,0-sub, ,P.O-add, 和 P. 0-sub.. 

证 明 显然 ， 


7.2 模糊 值 模糊 测度 的 自 连 续 


定 多 7.23.1 设 和 是 从 宇 必 P(X) 到 FY(R) 的 模糊 值 模 糊 
集 函 数 , 称 A 基 上 自 连续 的 , 记 为 autoc. 4 (分别 地 ,下 自 连 续 的 ， 
记 为 autoc. 不 ) 如 果 对 于 任何 让 EE 客人 C, 昌 (UEC 兴 
(分 别 地 , {AN 噩 )CB) 及 (Plimx(B.) 一 0, 有 

CO) limu A 凯 育 ,一 (A), (分 别 地 ， Cp lim (站 B) 一 
AKC 部 7 
称 g& 为 自 连续 的 , 记 为 autoc, :如果 /是 上 自 连 续 的 ,又 是 下 自 连 


命题 7.2.1 

1) 姻 果 娘 屋 autoc, 4 ; 则 是 9-add.; 

2) 如 果 产 是 autoc. 不 ; 则 是 0-sub.. 

1 有 取 总 二 BE., 且 p(B) 一 0, 则 由 是 autoc. 4 ,有 
A 证 ) 一 Cp) limp (A UB,) 一 pA). 

2> 类 似 可 证 明 . 
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命题 7.2.2 设 蚌 名, 上 的 模糊 值 模糊 测度 , 且 At 村) 天 
2, 有 EB, 如果 是 零 上 连续 的 和 autoe. 4 {分别 地 ,autorc. 
本 ) ,出 py 是 上 连续 的 (分 别 地 ,下 连续 的 }. 


证 明 (1) 设 (4)C9 XN, 取 有 一介, 一 XNA ,n= 


12，… 则 门 六 一 所 , 且 互 ,这 样 由 上 是 零 上 连续 的 ,有 
(P im 总 ) = 0. 
再 由 py 的 上 自 连续 性 ， 
C6) limp(A,) = (PB) limp( A U By = plA). 

即 上 是 上 连续 的 . 

(2) 类 似 可 证 . 

定义 7.22 设 上 是 :多 上 的 模糊 值 模 糊 集 函 数 , 如 果 对 于 任 
意 s>0, 存 在 80 俩 得 当 站) V pCF)<26 时 有 Am 站 岂 疡 )<E, 则 
称 “具有 人 zp. g. 户 ) 性 质 . 

命题 ?7.2.3 设 关 是 .多 上 的 横 糊 慎 模 糊 测 度 , mt) 一 
ti) 和 和. 罗 )}E4 ,如果 产 是 autoc. y ,由 疡 具 有 (pg pg) 性 
质 . 

证 明 如 果 闫 不 具有 (zp.8. 访 性 质 , 则 存在 66 守 0, 对 于 任何 
自然 数 = 存在 { 产 ,} ,{ 交 CC 多 ,使 得 


p(E,) V pF,) < 1 


nn 
pk, LU Fy A 6. 
(5) limp By 一 《6) limp(F,) = 0. 


再 由 4 的 上 自 连续 性 ,我 们 有 
Cp) limp(E, U Fy = 0. 
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故 存在 n, 演 1 使 得 
KE UF,) < &. 
这 与 假设 相 了 矛盾 ! 这 说 明 x 具有 (p. g. 户 ) 性 质 . 
定义 7.2.3 :多 上 的 模糊 值 模糊 测度 py 称 为 具有 (SA) 性 质 
(分 别 地 ,具有 (CSB) 性 质 ), 和 如 果 对 于 任何 {8B.} 忆 多 且 (C5)lim 
2《B.) 一 0, 存 在 {六 ,} 的 子 订 列 { 汪 , } 使 得 


玫 几 忆 B,) 一 0,( 分 别 地 ,nCAN (站 DB,)) 一 pC2),AE 
F), | 

命题 7.2.4 设 g 具 有 (pg. 思 ) 性 质 , 如 果 { 交 )CC 名 有 H 
(Pylim pC 记 ,) 二 0, 则 存在 实数 列 引 之 0 且 6. 40 及 {名 } 的 于 序列 
{E, } 使 得 

p(B,) <O Yk 1 

进一步 地 ,gg 具有 SA) 性 质 . 

证 明 由 产 具 有 (p.g,z) 人 性质 ,对 于 任意 给 定 se>0 ,存在 记 E 
(D0 ,8s) 使 得 

证) V OF) < OE UF) < 
对 于 久 >0, 由 (Cp)limm( 豆 一 0, 存 在 六 使 得 
(总 ) < 人. 
从 而 
AE, UF}<e. 


再 由 py 具有 (p.&.p) 性 质 , 窑 在 ,€ (0% A 二 | 使 得 
ECEY YN APY < SatB UU Fy -< 人. 
对 于 6,>0, 存 在 > 使 得 
p(B ) < Bs. 
从 而 


pCE,, UF) < 全、 
这 样 
ACE, UE, UF)<e. 
对 于 >0, 叉 存在 5,€ [0,6s 人 于 | 使 得 
HEY VY ACE) < ou(E UF) < #6,. 
对 于 860D, 由 ClimalE.) 一 0, 存 在 w; 六 x»; 使 得 
A ) < od. 
从 而 
HE UF)<6 RK AE, UE, EF)<S6, 

和 

HE UE,, UE, UF)<e. 


一 般 地 ， 我 们 能 够 得 到 M1 I :nl 和 世人 (天 云 一 本 
使 得 

上 上 -| < 人 1， Ck 一 1:2 3 十 工 :7 这 1>， 

令 乱 一 局 成 和 巨 - 所 局 忆 一同 素 , 则 素 \ 关 和 


p(B) = p( UB) < 6 yy， Ck 1). 


i 二 


即 p 记 具有 (SA4) 性 质 . 

命题 7.2.5 设 是 .FF 上 的 模 秽 值 模 类 测度, 如果 是 au- 
toc. 上; 则 声 具 有 CA) 性质 . 

证 明 设 产 是 autoc,. 4 ;和 Cp) limplE, ) 一 0, 对 于 任意 给 定 


的 e 守 0, 存 在 使 得 六 玫 。 ) 二 本 ,对 于 疡 . ,由 上 是 autoc.， ,存在 
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az 使 得 z( 记 ,LU 名 <w( 各 十 生 一 守 e, 如 此 等 等 ,最 后 我 们 
得 到 序列 { 写 , ;使 得 
p( UE < e. 
这 样 , 我 们 得 到 {二 ,} 的 子 序列 {二 ,us} 使 得 
pl UE) < 1. 
注意 到 (5)limm( 可 oa 一 0, 故 又 存在 { 记 .ooy} 的 子 序 列 亿 .co ) 使 得 
HUE,w) < 证 ， 
一 般 地 ,存在 {这 ,.;_,} 的 子 序列 (高,.,} 使 得 
A UE,w)<B3， j= 1 
取 坟 =40), 则 值 ,} 是 {EE,} 的 子 序列 且 渍 是 
oA DN UF) < A UE,w) < j= 2 
故 具有 (S54) 性 质 . 
定理 7.2.1 设 4 是 .SF 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,mt 史 )E 4 如 
上 是 autoc, y 充分 必要 条 件 是 关 是 Gadd. 和 具有 (4934 性质， 


证 明 必要 性 ,由 命题 7. 2. 1 和 推论 7. 2. 1 立 知 . 下面 我 们 证 
明 充 分 往 . 设施 E 多 ,总 }C 开 且 (Dlimw( 芒 ) 一 0. 则 由 命题 


241 知 ,存在 { 蕊 } 的 子 序 列 { 产 , } 使 得 

(CD Jimp(4 U Ey 一 CO) limw(a U Ba). 
对 于 子 列 {EE.} 应 用 4 的 (5A) 性 质 ,我 们 可 以 找到 { 识 ,} 的 于 序列 
{ 玄 。} 使 得 


3 


pa| 人 UE. ) 一 上 


“I=1 上 一 了 


因此 ,由 命题 7.1.4 和 的 零 可 加 性 ， 
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CP) Limpt A UB.) 一 (5) Himpe( 记 区 
一 (P) Imp (A UB.) 


< AU (DUE)). 
=#CA), 
从 而 
CP) limp(AU 总 ) 一 pCA). 


命题 7.2.6 设 产 是 .家 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,如 果 上 是 au- 
toc- 二 , 蜀 关 具有 (S5)? 性 质 . 
证 明 设 产 是 autoc. 本 和 (plimA( 忆 ) 一 0, 则 对 于 任意 给 定 
£0, 存 在 ni 使 得 
pAN EB ) > 1A) — 5. 
对 于 趣 门 三 ,由 产 是 autoc, 个 ,存在 n>n; 使 得 
RN CE, UE) =n(tA NN Ef EE) 


> 人 下 门 芒 ) 一 二 


>AzCD — Fe 
如 此 等 等 ,最 后 我 们 得 到 {总 . } 使 得 
(六 N (UE, )}> uA) 一 
- . 步 地 ， 我 们 得 到 { 廊 .} 的 子 序列 { 疡 ,} 使 得 
A AN (UB))> pA — 1 
注意 到 (Dlimp(EE,ww) 二 0, 故 又 存 在 {Eo 的 子 序 列 {EB,,} 合 得 
4 人 N UE)')> AD — 二. 
一 般 地 ,存在 { 玉 ,_,} 的 子 序列 {EE } 使 得 
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HL 交 门 (UE > CD 一 本， 于 一 1 2， 
表 取 ;一 n.(2), 则 {EE ) 是 售 ,} 的 子 序列 且 满 足 
UE, CUE,o, 了 一 1:2……， 


结果 
pA) pAN (A VUE)") 


nAN (BE) )> pA — 
对 于 一 切 ;一 1,2,… 成 立 , 于 是 
A(AN (NM UE))= na). 


jl] inj 


定理 7.2.2 设 4 蚌 .上 的 模糊 慎 模 糊 测 度 ,CF YE A:， 
则 中 是 autoc. 充分 必要 条 件 是 pg 是 0-sub. 和 具有 CSB) 性 质 . 

证 明 必要 性 ,由 命题 7. 2. 1 和 7.2.6 得 到 .下 面 我 们 证 明 充 
分 性 . 设 二 E 多 (到 天 多 且 (P)limm( 世 7) 一 0, 则 由 命题 2.4.1 


知 ,存在 { 辫 ,的 子 序列 { 尼 } 使 得 

《5) limp{ A N Es) = (8) limp (A NN Ei). 
对 子 序列 {二 } 应 用 定理 条 件 ,我 们 能 够 找到 {EE,,} 的 子 序列 {E。) 
使 得 


. pt 这 门 (A UE,..)") 一 (CA), 
因此 ,由 命题 7.1.4， 
CD limp( AN Be) 一 CDPD iimy( A N EB) 
=(P) limx( A N EB) 


> 麻 让 | A UE )") 
=p(A), 
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CP limpl A NN Be) = plA). 
定理 7.2.3 设 y 是 多 上 的 模糊 值 模 糊 测度 ,pF)EA'， 
如 果 产 是 0-sub. 和 具有 (534) 性 质 ; 则 yy 是 autoc. 相 . 
证 明 设 AE {六 }CZ 且 (P)limpl,) 一 6, 则 由 命题 
2.4.1 知 ,存在 { 豆 ,的 子 序列 (去 。} 使 得 
CB limpl AN Ei) = (0) limsl AN EB). 
对 于 人 (让 ,} 应 用 (CS4) 性 质 , 我 们 能够 找到 { 玄 ,) 的 子 序列 { 疡 。} 使 得 
al nN 局 五 = 0. 


再 由 产 的 零 可 减 性 及 命题 7. 1.4， 
5P) limpt A MN Es) = 0p) limpf 所 


ps | 
by 


一 CP) limyg( 气 


(2) limp( 站 区 ) 一 p34). 

结合 命题 7. 1.5 和 定理 ?.2.1 和 7.2.3 得 到 

定理 ?3.2.4 设 上 是 多 一 多 站 氏 CX 3 上 的 模糊 值 模糊 测度 ， 
pCPFO)EA' ,如果 py 是 autoe. yy 则 A 是 autoc. 不 . 

进一步 地 ,我 们 有 . 

定理 7-25 设 产 是 多。 上 的 模糊 值 模 炳 测度 ,A( 胸 ，) 私 
4 , 则 下 列 命题 等 价 : 

C4) gv 是 autoc, yy 

2) pg 是 autoe. 不 ， 
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(3) 是 autoc.. 


证 明 由 定理 7.2.4 知 ,我 们 只 要 证 明 当 yy 是 autoc. 丰 时 ,jg 
是 autoc. + . 审 实 上 ,对 于 任何 六 {这 ) CF 且 (e)lim 


A(E,) 一 0. 由 命题 2. 4. 1 知 ,存在 { 语 ,} 的 子 序列 { 官 , } 使 得 
CP) imal A U El — CP) lime( 过 UB. ). 
再 由 命题 7. 2.5, 存 在 {EE,} 的 子 序列 {EB} 使 得 
A( (AUE,)N (A UE)) = AAUE,), k= 1,2,.. 
因此 ,注意 到 


及 命题 7.1. 5， 
HS) ED) lima(a UE) & PY Tm A U E,) 


= limp A U Ey = (PD limp A U BE,) 
-ppm (AU BN (DDE,)) 


一 (2) Ted | (4 U E,) N (A ULE," 


=AAAU 2) = nAy. 
有 从 而 
CP) limA( 志 UE,) = uCAy. 

即 疡 是 autoc. y . 

推论 7.2.1 设 上 是 名。 下 的 模糊 值 模糊 测度 , (F,) 万 
4 则 产 是 autoc. 充分 必要 条 件 是 它 是 0-add. 和 具有 CS 4) 性 . 

命题 7.2.7 设 j: 是 .史上 的 模糊 值 烧 糊 测 度 ,CYEA'， 
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则 站 是 autoec. 上 4 当 且 仅 当 站 是 和 ade. 和 有 具有 性 质 :对 于 任何 { 站 ,) 
< {EE) :DE 天 EC) 存在 { 忘 ) 的 子 序列 :让 } 使 
和 2 
a{ NUE,)= 0. 
证 明 由 命题 2.4.1 知 , 必 要 性 是 显然 的 . 我 们 只 要 注意 到 ， 
如 果 (CDDiimwz( 忆 .) 一 0, 一 定 存在 { 基 的 子 序列 [ 互 。 使 得 也 CB， 


关 吕 ; 吧 可 证 明 充 分 性 . 

类 似 地 ,我 们 有 

命题 7.28 设 py 是 .多 .上 的 模糊 值 模糊 测度 ,xt )EA'， 
则 是 antoc. 不当 且 仅 当 j 是 0-sub, 和 具有 性 央 : 对 于 尾 何 十 E 


在 在 { 训 .} 的 子 序列 
(到 。} 使 得 
A ANITN VE)) = xD 


定理 7.2.6 设 4x 是 .2 上 的 自 连续 模 糊 值 简 糊 测度 ,jC ) 
EA' 则 
Q) 对 于 任何 {2 多 ,BC , 且 (Plimp(B) =0, 


如 果 Chm aA) — pl lmA,) ， 
到 Plimel A lB.) = (imp As); 
(C2) 对 于 任何 {3 ,CF , 且 (Blimp(B) 0 
如 果 Dlimp A d= lm A) ， 
则 Plima A NB:) = (Blimp A) 


(3) 对 于 任何 {4,1CCF ,1B,}C.F ,有 (Blimp(B,) 0， 
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如 果 (Blme( A) = Plime A.), 
则 Dlimp CA AB )— Plimp A.). 

证 明 

(DD 设 { 生 了 ,B,C 且 (P)limp(B) 一 0, 由 命题 
2.4.1 及 命题 7.2. 5; 存 在 { 吉 } 的 子 序 列 { 训 ,} 及 {BB,} 的 子 序列 
(BB., ) 使 得 

CP) mp U B) = (0) lim U B,) 
和 
A DUB)=0. 


从 而 ,由 的 零 可 加 性 及 命题 7.1.4 和 (DT 一 Ap( [52,) ， 
我 们 有 


i=1 到 一 了 


= (P) Timw(4)- 
这 样 ,我 们 得 到 
Cp) np AU B.) = (P) lm A,). 
(2) 设 (ZA,)CC， (再 C.F 自 (p)limxlB.) 一 0, 划 由 命题 
2. 4.1 及 推论 7. 2. 1 知 存在 { 访 ,) 的 于 序列 {B,} 及 {B, } 的 子 序列 
{ 玉 ,} 使 得 
(Bp) limy( 下 N BE) 一 (lim 人 RE 
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和 
AN UB .) = 0. 


从 而 ,由 产 的 零 可 减 性 及 命题 7.1.4 和 CD)limxc2) 二 jdim%,)， 
我 们 有 


CP) Le 4 NN Bi) = C8) me .NB ~ 


=x (UN oa 
一 Ap 已 NA ) 
之 A[ U 门 亏 ) = (2) limpt 2,). 
关 wa 
Cp) limp{ 4 NN BE} = CP) limp A,). 
《3》 设 (A}CF ,BC ,lim -0 
和 a 
A{limA,} = pl TimA,) ， 
则 由 命题 7.1.4 
A Lim,) CP) limp(A,) 
ECP) Tim < AI) ， 
我 们 有 
Pim 和 所 ) 一 (COD limp(A,) 
2 


llimA,) = (p) Hmp( HA,), 
国 此 ,由 (1 和 (2) 知 
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(5) limp( A.) = (P) Limp A = (8) limp( A NN Ei) 
SD) limp A AB.) < (内 Hm A AB.) 
委 (5) Tmp( 4, UB,) 
= Nimat A,) 


= 人 (Cp) lim pC A,). 


CP) limp(A,AB,) = (p) lmp(2,). 
推论 7.2.2 设 庆 是 罗 。 上 的 模糊 值 模糊 测度 , (CF,) EE 
4", 则 下 列 命题 等 价 : 
1) 上 是 autoc.; 
(2) 对 于 任何 {A }C.9 60,{B}CF 6 且 (O)limp(B,)=0; 


如 果 al limA.) = (Plimx(A,), 
出 limp{ UB.) = (Pm A 

(3) 对 于 任何 (A) CFs}CF6 且 (Dlimp(B y=0, 
如 果 slimd,) = (Blimp(A,), 和 
则 Dlimp( A NK) 一 (Dilimp(7 

(4) 对 于 任何 (WCC, (BBC 6, 有 (Blimp(B,)=0 
如 果 HlimA,) =p( limh,) ， 
则 (P)lim pA AB.) = Climpdd,). 


证 明 ”由 定理 7.2.7 知 ,我 们 只 要 证 明 (2)=2《1),(3)==>(1) 利 
‘4) 志 (1). 事实 上 ,我 们 取 总 = 加 ,nn 一 1,2,…, 再 由 定理 7.2.5 及 
定理 2. 4.3, 我 们 妈 可 得 到 (2) 志 01) 和 3) 二 (1). 下面 我 们 证 明 
(4 之 (1), 取 有 = 让 二 1,2,…… 由 (CB)limp(B) 二 0 知 ， 
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0 <& 8) Bmx( 4 NB,) (7) limp(B.) = D. 
这 样 ， 
Co limp(A, UB) 一 Co) limp( AA( B, fi A)) 
=pCA). 
再 由 定理 7. 3.5,w 是 autoe..， 
定理 7.27 设 4 昨 .上 的 模糊 值 模糊 测 典 ,pt )EA4"， 
如 果 关 是 autoe. , 则 
(1) 对 干 任何 AE , (A) {B,CF， 


且 《5)limAK 4 一 PlimatB.) =0, 

则 Blimp AUA UB.) =pCA); 
C2) 对 于 任何 AE 了, {AX} [正己 .多 ， 

且 CDlimpCd) 一 (p)limA( 站 ?一 0， 

则 (Plimp( AN( A UB,)') 一 AD); 
《3) 对 于 任何 EF (A) , {证 ,1 己 久 ， 

且 (5?limee(4) 一 (六 limm( 产 ?一 D， 

风 | CP) lim pe( AA( A UE.)) = ntAY. 
证 明 


G1》 霞 设 结论 不 成 立 , 则 存在 s>>0, 及 部 E ,及 {2A} 
{ 瑟 全. 多 ,使 得 
《P) limyC 4 ) = (Cp) limseB,.) 一 0， 
并 且 
Ba AU A UB |, pO) Re 过 一 1 2 
因此 ,存在 E (0,1 使 得 
‘Sup Ls {AU A, Ub) mA| 
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vf Wy (本 U 所 U B,) 一 jy CA) [> En 
青 由 确 界 定义 知 , 一 定 存 在 EE[h;1jC 己 40,1J 使 得 
(UA UB,) —p5 CA) | ¥ | AUA, UB,) — pr (A) | 


ED 
我 们 不 妨 假 定 

| 号 | (A UA. UB. 由 一 1 A) | > e. 
即 的 (有 十 吉之 二 (AU A U 世 ,). 


因此 ,由 的 零 可 加 性 及 命题 7.1.4 知 


elm (AU A UB,) 


这 与 事实 相 争 盾 ! 从 而 命题 得 证 . 
《27 类 做 51) 可 证 . 
(3) 对 于 任何 4EB ,A,B}C. 生 (p)limp( dA) 一 
CO)Himw( 总 ) 一 0, 由 (1) 和 (2) 得 到 
HA =p) limplAN (A UV Bi’) 


me 


SD limp( AAl A U B)) 


mr 


(2) limAmt( AA A WB.) |) 


SP) limp( A U (CA, U B,)) 


=pg(A), 


到 此 
limp( AA( 4. UB,)) = pA). 


推论 7.2.3 设 关 是 胸 , 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,mr( 多。)E 
4 , 则 下 列 命题 等 价 ; 
《1) 产 是 autoc. 
(2) 对 于 任何 2€ 多 (二 (再 ) 区。 
Climp AD) 一 CD)limA( 志 ?一 0， 


则 Climpl AUA. UB,) — pA); 
(3) 对 于 任何 AE (A) (BB,) 和 ,和 7，， 

圳 CPlimp( A ) = COlimpc) =0, 

则 (Plim pl ANT A B,)) =p( A); 


(43 对 于 征 何 AE BF, A}, { 记 ,) 入 名 ,， 
Co limpt A ) — Cplimp(B,})=0, 
则 (Plimpl AA( A UB.) ) = pt AY. 


me 


证 明 显然 . 

定义 7.2.4 称 模糊 值 模糊 集 冰 数 pj! 党 CCB (CR) 和 CR) 
是 一 致 上 自 连 续 的 , 记 鸭 vu.autoc. (分 别 地 ，… 致 下 自 连 续 的 ， 
记 为 uautoc,. 上 2 如果 对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 3 一 SCe)>0 使 
得 对 于 任何 下 ,再 算 移 , 寺 让 吕 下 区 客 ( 分 别 地 ,让 门 藉 短 ) ,站 ) 
< 有 
P(e A) ,A ) <, (分 别 地 ,Bi AN Br) ,AA)) 天， 
六 叫做 一 致 自 连 续 的 , 记 为 au,autoc,. ,如 蛙 它 是 一 致 上 上 和 白 连 续 的 又 
是 一 致 下 自 连 续 的 . 

命题 7. 2.9 

C1) 如 果 关 是 uautoc. 由 , 则 2 是 autec. y 
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C2) 如果 环 是 uautoc. 不 ; 则 六 是 autoc. 不 ， 
证 明 
(1) 设 让 后 庆 (站 ) 所 客 Cm B=0. 由 于 关 是 u. au 
toc. 4 ;所 以 ,对 于 任意 给 定 的 6 汪 0, 在 在 5 二 (se) 半 0, 使 得 对 于 任 
何 训 E 客 是 p(B)<6 及 AUEBE 和 Y, 有 
BAAUB) ,uA 
对 此 62>0, 目 于 Cp)limptB,) 二 0, 于 是 存在 庆 之 0, 当 mn 之 N 时 ,有 
A(B.) < 过 5. 从此， 
PiplAUB,) ,AN Ls. 
即 
Cp) limg( 4 U Ba} 一 ACAD、 
《2) 类 似 《1) 可 证 . 
命题 7.2.10 设 产 是 .多 上 的 模糊 值 模糊 测度 , 则 下 列 命题 
等 价 : 
《17 2 是 usatttoc. 4; 
(2) 疡 是 aautoc. 不 ; 
03) 天 是 uautoc. 
(4) 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 8 一 Ce) >0, 使 得 对 于 任何 访 
EF BEF, HalB}<d, 有 
pAAB) ,nA)) < 
证 明 
C0) 之 (2) 因为 AE 六 ,所 以 六 一 (A\B)U (BMA) 及 jg 
{门廊 } 所 AM 让) 天 全 ,所 堪 , 几 天 是 uauatoc, VV 知 
Px(A NE) ,A)) 
= ANMB) ,A (ANE)U ANMNB)<E. 
即 占 是 uautoc, +， 
(2)> C4) 因为 A 人 AB=(AUB}NM(ANB)', 及 p{ AND) 委 
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(站 Js 所 以 ,由 上 是 ou.autoc. 不 知 
PluAMB) pA = pli { AU BN (ANE)') ,A < e, 
(4) 地 (3) 因 为 A 六 =AA{ A 站 BB 及 pt A 站 BB) 寺 p(B) 8, 
所 以 ,由 4) 知 
ptA(AN BD) nA) = Plu( AA AN BE)) ,AY Le, 
即 岂 是 uautoe. 不 ,又 因 为 2UB=AA(LBNMAD 及 p(BNA} 才 
(六)<6, 所 以 ;由 (4) 知 
plipl BAU EB) AA = pr AAB NM A ,pA)) Le. 
妈 产 是 uauntoc. 站; 硼 上 是 晤 ,autoe. 

(3) 一 (1) 显然 . 

定 兴 7.2.5 设 产 是 从 涌 反 罗 (X) 到 多 :CR) 上 的 模糊 值 模 
糊 集 陌 数 , 称 p&p 是 所 -可 加 的 ,如 果 对 于 任何 A,BEW,AUBE 
有 有 有 UB) 一 pCA) Vp《B): 称 4 是 次 可 减 的 ,如 果 对 于 任何 在 ， 
Bew,ANB Es, 有 AB) +A ANB') uA). 

命题 7.2.11 设 4 是 史上 模糊 和 值 模糊 集 函 数 , 则 

(1) 如果 闫 是 云 -可 如 的 , 则 产 是 次 可 加 的 

(2) 站 要 产 是 次 可 加 的 , 则 产 是 uautoc. ys 

《3) 如 果 & 时 次 可 减 的 , 则 py 是 .autoe. +. 

证 明 显然 . 


7.3 ”模糊 值 模糊 测度 的 伪 自 连续 


定 汉 7.3.1 设 是 从 了 到 . 安 ‘(R) 上 的 榄 糊 值 模 糊 集 孙 
数 , 有 EZ 日 py(A) 了 00, 称 是 关于 广 伪 上 自 连续 的 , 记 为 
p,autoc. 4 /XA( 分 别 地 ,关于 页 伪 下 自 连 续 的 , 记 为 p. autoc， 相 
/有 ,如 果 对 于 任何 {BC ,ECANS- {ANDBDeF} 有 H 
(Plimpt 4ANE,) = 一 AD ,MN 
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CP) limAi [AN 站 BU EE) 


王 pCE)( 分 别 地 , (BP) limp( B, NE 一 (EE)); 
称 p 是 关于 访 伪 自 连续 的 , 记 为 p. autoc. /有 ,如 果 它 是 关于 让 仿 
上 自 连续 的 和 关于 包 伪 下 自 连 续 的 ; 称 产 是 的 上 自 连续 的 (分 别 
地 ,的 下 自 过 续 的 ,擅自 连续 的 》, 记 为 p.autoc. 4 (分 草地 ,p. au- 


toc, + ,p. autec, :如果 对 于 任何 袜 E .Fy( 扣 ) 关 之 ,px 都 是 关于 
衣 伪 上 自 连 续 的 {分 别 地 ,关于 记 伪 下 自 连 续 的 ,关于 序 伪 自 连续 
的 》. 

命题 7. 3.1 

《1 如果 是 p.autoc. yy /7 有, 则 产 是 D.0D-add， /A; 

(2) 如 果 A 是 p.autoc, + 7/Aa, 则 产 是 P,0-sub. /4 

证 明 

(1) 设 友 EntA) 隆 吕 ， 对 于 任何 BE 上 pA 站 B= 
CD), 我 们 取 惫 二 BB,x 一 1,2,…, 从 而 人 ANB 一 pz{ A 站 MB) 一 jp 
《 训 ) ,二 1,2，"… ,这样 

CP) limp( 4 门 部] = CA). 

由 六 是 p.autoc, 7 有; 则 对 于 任何 评 E 丰 站 区 

A((AN PB)U EF) = Cp) limpt t {AN EE ju 一 ptE 
即 各 是 p. 0-add. /A. 

52) 类 似 (1) 可 证 . 

定理 7.3.1 设 记 是 .名 ,上 的 模糊 值 模糊 集 蚂 数量 p(X) 隆 


避 ,如果 jp 是 六 下 连续 的 且 p.autoc. y (分 别 地 ,p.autoe, + )， 则 
点 基 上 连 绪 的 (分 别 瑞 ,下 连续 的 ), 

证 明 

《1) 设 {A} 己 多 ,有 目 让 i; 今 一 门 刀 , 则 吉本 半天 ,这 样 


rr 


CD imp 人 (RU 区) 站 光一 GOD ime AU CW) = pAX) ER 
上 表 由 中 是 P.autec. yy ,到 
(5) limp(A) 一 (6) limp( (A YU AYN (A UY 2°)) 


一 (PP) limp( AU (XN Ke)] 

=(#) timyt 入 U (A U A}’) 

一 (P) limpl (XN {AU 和 JU 和 
一 上 AD). 


(2) 设 {A CF 且 各 7, 令 有 A 一 U2, 则 A,UTAX, 这 样 
CD limpl (A U KI N X) 
= (7) limpyl 4, U #4) 
二 jy( 玉 ) 产 癌 ， 
再 由 产 是 P.auroc. 个 , 则 
CO) limpt AH) =p) limpf (A U A)N A) 


=pptA). 

定义 7.3.2 设 上 是 .上 的 槛 粮 值 模糊 集 函 数 , 有 EE. 量 
Pr 本 天 co, 如 果 对 于 任意 给 定 e 半 0, 存在 6>0 使 得 当 廊 ,FC 叶 肥 且 
aA}y>u(A)—6 时 ,有 gtENAF) >p(A) 一 ey 册 称 关于 
让 具有 (Cp p. gp) 性 质 . 如 果 对 于 任何 EF ,py 关于 名 都 具有 
(Cp.p.g. 记 ) 性 质 , 则 称 上 具有 Lp. pp.g. 加 性 质 . 

命题 73.2 设 y 是 .上 的 模 煌 值 模糊 测度 ,x( 安 ) 一 
{fn(A) ;EBIEA' ,ER HH tA) , 如果 yp 是 p. autee. 
相识 , 则 上 记 关 于 识 具 有 (pp. p. g. 思 ) 性 质 . 

证 明 如 困 关于 闻 不 具有 (Cp. p.g. 户 ) 性 质 , 则 存在 6, 守 0， 
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对 于 任何 身 热 数 zy 存在 { 乒 } 王 过， { 亚 志 志 ,使 得 
1 


I” 
捍 


AEY A pF pCA)— 6 


A{E, MN Fo) nA) — eo. 

这 样 
Cp) limplE,) = (0) limp(F,) = plA). 

再 由 4 关 十 让 是 伪 下 自 连 续 性 ,我 们 有 

Cp) limg( EN F) = pA). 
故 存 在 no 宇 1 使 得 

A FE NF,)> nA) 一人， 
这 与 慨 设 相 了 矛盾! 这 说 明 pj 美 于 名 具有 (Cp. Pp. g. 记 ) 性 质 . 

定 艾 7.3.3 称 . 多 上 的 模糊 值 模糊 集 函 数 上 具有 (Psa) 性 质 
《分 别 邮 ,Cps5) 性 质 ) ,如 果 对 于 任何 AE 且 pCA) 并 <, 和 任何 
{BANF ,limp(tB,) 二 x(ZA), 存 在 {B,) 的 于 序列 (B.} 使 得 
对 于 和 酝 何 CEA 门 .F， 

A(AN( UAB) UH me， 
{分别 地 ,pl UB,) = pc2)). 

命题 7.3.3 设 k 具 有 (Cp.p. g. 户 ) 性 质 , 如 果 B, 寺 AACAC.> 
且 A( 人 天 oo) 且 (CD)lim( 总 ?一 部), 则 存在 实数 列 85,>0 旦 外 
0 及 { 瑟 ) 的 子 序 列 { 总 . } 使 得 

a( MN B,)} > pCO) — 6 > 1). 


进一步 地 ,具有 (ps5) 性 质 . 
证 明 由 于 yg 具有 (Cp.p.g. 轧 ) 性 质 , 对 于 任意 给 定 的 e 二 0， 


存在 8EG(0,s) 使 得 产 ,六 过, 且 
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HEY A pFY > pA — Sp ENF)> (A)— 6 
对 村人 62>0， 由 于 CP)limp(B, ) 二 (24), 存在 使 得 
HB ) > (有 一 8， 


| 
AB, 门 F] > pCA) 一 于 


再 由 X 具 有 (Cp.p. 8. ) 性 质 ,存在 84€ |0, 人 人 了 | 使 得 久 ,FC 
了 
HOEY 下 天 (站 ) > pAY — Bp EN EF) AAA) 一 全， 
对 上述 5,>0, 存 在 n,n 使 得 
风尘) > pA) 一 全 

及 而 
ul B,, NN EF) pCA) 一 9， 
这 样 
nlB, NB NF pA 一 < 


` 般 地 ， 我 们 能 够 得 到 nari Re | 和 B11 A Ti, 使 


得 
r 十 1 
A OB)> AD 一 人 R12 1 1). 
令 名 一 几 思 和 一 忆 人间 ,一 上 玫 , 则 羽 AE 及 
HAED 一 4 NB) uA) 一 到 1 1). 
因此 ， 


pCE) = pCA), 
邢 具有 {ps 如 性 质 . 
命题 7.3.4 设 4 是 上 的 模糊 人 模糊 测度 ,EF 朋 
HA( 训 天 co 如 果 产 是 pautoc. + /A 分 别 地 ,p, autoe. 不 /A), 刚 
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具有 (psa) 性 质 ( 分 别 地 ,py 具有 (psb) 性 质 》. 

证 明 设 AAEF, 且 jC) 关 00, 及 {B)CCAN 久 且 《p)lim 
KBD) 一 (A), 则 由 pz 是 pavtoc, 4 7 让, 对 于 任何 CENA 门 久 ,我 
们 有 

Go) limpt (AN Bo} UC) = pC). 
这 样 ,对 于 任意 给 定 的 :>>0, 存 在 n, 使 得 
Bp ANB ) UT) ,AO)) < SF, 
从 而 
A NE) UC) < AC) + 5. 
对 于 (A 站 篇 ,) UCE 反 NN. 久 应 用 关于 禄 伪 上 自 连续 性 ,我 们 有 
Dlimp( (AN (BB, NB)’) UT) 
= 55) impl (AN EIU ([AN FB) UT)) 
=A(ANB Ue). 
因此 ,存在 n,n 使 得 
s(x( (aN BN UC) (NU C) < 
奔 而 


如 此 等 等 ,最 后 得 到 序列 {名 , } 使 得 


x {AN {OB} UC)< uC) + 
由 此 ,我 们 得 到 { 豆 + 的 子 序列 { 玉 使 得 
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A(AN (NB I UCT) pO +1 
注意 到 (2)limp| Bs] 一 x(2A), 故 重复 上 述 过 程 ,存在 :os} 的 
子 序列 {Bs} 使 得 

zf [ 交 门 N (MB) UC} < pT) 十 二 
一 般 地 ,存在 {B.-w»} 的 子 序列 {B,} 使 得 

A((AN(DBD)) UC A + j= 12.. 
我 们 取 m= 二 m0) , 则 {六 } 基 1! 主 .} 的 子 序列 ,自满 足 
ME. SNBe ,了 一 1 


结果 ， 


uC) Su (ANTLL 


i TCa 
2 i 


<n{(AN(A 
对 于 j= 二 1,2,… 成 立 . 于 是 

MANTUY DB)) UT) = pC. 
即 具有 (PS4) 性 质 ， 


下 面 我 们 证 明 另 一 结论 . 设 EZ 且 plA) 关 506 及 IB 性 
门 Dlime(B, ) 二 gCA) , 则 对 于 任意 给 定 的 e2>0, 存 在 二 0 
使 得 


oj Ue th 


BCB, ) ,pCA)) < 
从 而 
H(A) ~ < pAB,,). 


对 于 入 ,EA 站.97 应 用 产 关于 方 的 下 自 连 续 性 ,我 们 有 
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C0) limp B,, MN By 一 pb ). 
从 而 ,存在 nn. 守 n 使 得 


pl al Ba 站 总 ,p(B )) <， 


即 
~ [3 . 和 ， 
2B) — ab NB,). 
故 
2B NB)>pA)— 坟 一 去 
2 之 
uA) 38 
-AA) 一 克 ， 


如 此 等 等 ,最 后 我 们 得 到 1{B,} 的 子 序 列 {二 } 使 得 
A MB}> A) 一 < 

进一步 他 ,我 们 得 到 { 主 .} 的 子 序 询 1B, cw} 使 得 

Al NB,..,) > xtA) 一 1 
注意 到 (P)limw( 总 7 一 AD) ,我 们 重复 上 述 过 程 ,我 们 又 可 以 找 
到 {1 的 子 序列 {B,c0) 使 得 

A( 0 Baw} > pA) — + 
一 般 地 ,存在 {B06_。) 的 子 序列 1 训 ,o,} 使 得 

s( NB,) > pCA) 一 3， 了 一 1，2，， 

我 们 取 天 一 扬 G) 则 1 是 { 志 的 子 序 列 电 满足 


门 B. PNB J 一 ] : 立 
了 一] 一 


pz 4 U NB NB,o) > pA) — 了 


t=1 
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对 于 j 二 1,2,… 成 并 .于 是 
A U NB.) 一 pA), 


定理 7.3.2 设 上 是 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,AE .7 旦 
HD) 沽 59 及 名)EA' , 则 pz 蚌 p.autoc. 站 7/ 训 当 且 仅 当 4j 是 5. 
0-add. /六 和 具有 (Cpsa) 性 质 . 

证 明 必要 性 ,由 命题 7. 3.1 和 7.3.4 即 得 . 下面 我 们 证 明 充 
分 性 . 设 {B.}C 且 (B)limpl ANB,; 一 pC(A),CEAN. 多 .由 命 
题 2.4.1, 存 在 {B.} 的 于 序列 {B, } 使 得 

(DO mp (AN BUC)= Pilimel (RAN EB) UT). 
对 于 子 序 列 (B,} 应 用 pg 具有 (Cpsa) 性 质 , 我 们 可 以 找到 { 访 , } 的 子 
序列 { 忘 。)} 使 得 

zf [互信 (U MIA NB. ))}) UCC} = ne). 
因此 ,由 是 pp. 0d-add, /让 及 命题 ?.1.4 
PD Hm AN EB)UC) = tim (ANF,) UT) 


下 


故 
CP lime (AN BI UC) = CC)， 
即 w 是 p.autoc. y /A. 
定理 7.3.3 设 4 是 .9 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,A 和 EY 多 日 


pA) 关 吕 及 pFIEA', 则 二 p.autoec. 不 /A 当 且 仅 当 是 p. 
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0-sub. /本 和 具有 (psb) 狂 质 ， 

证 明 必要 性 ， 由 命题 7. 3.1 和 ?7.3.4 即 得 .下 面 我 们 证 明 充 
分 性 . 设 { 五 二 多 ， ZEANT Dlimx (B. 门 A) 二 yg( 有 A), 由 命 
题 2.4. 1 知 存在 {.} 的 子 序 列 18,} 使 得 

(Cp) limp{ B. NC) 一 (5) limx(€ 站 B.) . 


i } 的 子 序列 { {BB,} 应 用 jy 具有 (ps5) 性 质 ,我 们 能 够 找到 
B.} 的 于 序列 {B } 使 得 


A BAN) = 0 


因此 ,由 记 是 p.0-sub. /ai 及 合 题 7.1.4 
(Pp) limg' C N B,] = (P) limy( C NB ) 


= limx( CN (ANE.)) 
>x( UN(EN IANS.)) 
=x(CN{U NA NB)) 


从 而 
Cp) limp(€ NM B,) = gO), 

即 产量 p.autoc, 不 /A 

定理 7.3.4 设 关 是 多 上 的 模糊 值 和 模糊 测度 , 立 E 多 上 
(六) 沽 5 及 pl 和 YE A' ,如果 1A 是 p. 0-add. /和 具有 (psp) 性 
质 , 则 是 p.autoc, ¥ /A. 

证 明 对 于 任何 {B,}CF ,EEANF 且 CD)limpt ANB,) = 
x 让) , 则 由 命题 2. 4.1 知 存在 { 语 ,) 的 子 序列 :BB,} 使 得 

(P) Dim (AN 门 总 ] U 一 Cp) limwt [所 Nn B: | UE). 
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对 于 子 序 列 { 瑟 ,应 用 w 具有 (PSB) 性 质 , 我 们 能 够 找到 下 的: 子 
序列 : 芋 , } 使 得 


A 六 和 LU a: "| } 一 | U 4 nN B. ) | 人 Pd 
再 出 产 是 pb.0-add. /证 此 人 靖 题 7.1.4 
DA ANU ln 


Cp imp (A NM Bi) U El Ey. 

结合 命题 7?. 1.7 和 定理 7.3.3,7.3.4, 我 们 得 到 以 下 定理 . 

定理 7.3.5 设 p 是 久 ， 上 的 模糊 和 值 模糊 测度 ,地 E . 宛 。, 且 
A 了 闫 59 ,gt 和 FEA7 ,如 果 点 是 p.auteoc. 车 /A;, 则 点 是 pau- 
toc, 4 /A, 

讲 - … 步 地 .我 们 有 : 

定理 7.3.6 设 上 是 .,， 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,AE. 宛 ,了 
AFCOD 关 oo yp 0) EA4", 则 下 述 命 题 等 价 ， 

《1 有 是 p.attoe,， 二; 

(2) Ap 是 pautec. /六 

(3) 产 是 Pb.auteoc. /A. 

证 明 由 定理 7.3.5 知 ,我 们 只 要 证 明 当 yy 是 p,autoc. y / 柯 
时 ,yy 是 p.autoc. 个 /A. 囊 实 上 ,对 于 任何 {部 | 区 
且 (CO)limAl 门 素 ) = (A), 由 命题 2.4.1 存在 {BB 训 列 
{8,} 使 得 
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CD lm E NB) ~ Cp) limp( EN B). 
因为 疡 是 p,autoc, 4 /有 ,所 以 ,由 命题 7.3.2 知 ,j 具有 (psa) 性 
质 ,从 而 存在 {B,} 的 子 序列 {。 } 使 得 


A (ENGA(ANE))U(AN LGR AN 


二 J( 玉 NU hl 所 站 B. | }. 
再 由 定理 7?. 3.2 和 命题 7.1.7 知 J 是 p.0-add. /多 知 
2(E) > CB limp( EN B,) = (0H) limp{E NB. | 


>x( U NlENS,)) 
=AEN(U NB,.)) 
>n(EN(U NANE))) 
一 吕 (E NU A(ANE,.N) 

U (AN(U NAN SN)) 
pl (ENU NAN SS,)) 

U (EN(U NAN SB)))) 
= pl). 


Cp) limpl E NM B= plE)., 
推论 7.3.1 设 上 是 .了 多 ,上 的 模糊 值 模糊 测度 ,4AE. 吕 。 HH 


0 及 jC0)EA';, 则 yj 是 p. autoec. /六 当 且 仅 当 yr 是 
p. 0-add, /有 和 具有 (psa) 性 质 . 
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证 明 由 命题 7.1.7 和 和 定理 7. 3.2,7.3.6 可 得 ， 

定理 7,3.7 设 * 是 . 安 上 的 伪 自 连续 模糊 值 模糊 测度 ， 
A EAA", 则 

(1) 对 于 任何 AEF ,1{B,}CF,{C,}CAN 久 ， 


且 Plimul ANB,) =— pA) %, 

如 时 Pm ) = pl Hc.) ， 

则 Dm (ANKE) UC,) = Plime ), 
(2) 对 于 任何 入 E， (BCFACICANS, 

且 (Olimp( ANEB.) 一 AD 天 co， 

如 时 (BJC 一 At lim€.,) ， 

则 limpl BNE,) — Dlim Cy) 
(3) 对 于 任何 AE ,BB)C ,CCANY， 

是 (Plimp( ANE,) = uA) 

如 果 A( limC,l =pl limC,, , 

出 CD)limp (XN AC) = PlimplC,). 
四 。 a 


(DD 设 AEF ,BC (CCANF ,Hpimp( ANB,) 


= 上 AKC 和 天 ce ,由 命题 2. 4.1 知 ,存在 { 访 ) 和 {CC,} 的 子 序列 { 苦 , ;和 
{C。} 使 得 

(DT 让 站 项) UE) = Plime {AN EB) UC,). 
再 由 命题 7. 3. 2, 对 于 任何 CE 气门 多 ,存在 { 音 ,的 子 序列 { 方 。} 
使 得 


可) = we) 


上 


因此 ,由 的 美 于 ZX 擅 零 可 加 性 及 命题 7. 1.4 和 (PTimmtE) 一 


pl fmm) 知 
CO) limx( (4 站 六) UC,) 
= imp (AN 也 ]U EC ,| 
<x NVANB) YT,)) 


=p (A U5.,) U {( 广 全 (U AB )")) 
<a {NUE)U (An 


=1 k= 


一 | Nn Uc. ) < pl fimC,) 
= (7) lmp(C.). 
从 而 
CP) mp( (AN BY UC,) ~ FB) TmplC,). 
(2) 设 AEF ,BC ,CICANF 县 (Bijimpt ANB,) 
一 A 训 天 cc, 则 由 命题 ?2.4.1, 存 在 { 芒 } 的 子 序列 {高 ,} 和 1{C,} 的 
子 序章 {C, } 使 得 


(py lim B, MN C.) = (8) limpl B. NGC.). 
再 由 命题 7. 3. 4 存在 可 ) 的 于 序列 | . } 使 得 
A( 有 A 人 N (b U NEB))= UN NB )) = xc， 
从 而 ,由 声 关 于 1 伪 零 可 减 性 及 命题 7.1.4 和 (plimpCC,) 一 
2{ limC,) 知 
Pb) limpl BN CY 一 CD limp( Bs, NC,) 
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A lime) = CP limpl®,). 
从 而 ,我 们 得 到 
CP) limp( B, MN ©) = C0) limp(C,). 


He 


(3) 设 AEB,(B}CF,{C,}CAN., 


且 limpl ANB,) ~ pA 
及 A limC,) 一 Ac( limC,) ， 


则 由 命题 7. 1.4 知 


A limC,) & (0 imp & DD TEA & pl Timt, 


Ho 


从 而 
C0) limpC) 一 pl limC.) = pl limC,. 
因此 ,我 们 由 人 1 和 52) 得 到 


CP) im 一 (P) limp(C,) 一 (PD limpl B NN Co) 


a 


(PD) lim (AN BEB)AC,) 
(Pp) limx( (二 门 孙 )AC) 
委 (o) imp 人 (A NB) UYU C) 
= 0) imeC,) 
= CP) limp(C,), 
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Cp) lim#, (NN BE) AC,) 一 CP) lim pT,). 
推论 7 了 .3.2 设 2 是 . 宙 。 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,AE oH 


A 隆 00 及 pCF EA" , 则 下 询 命 题 等 价 ， 
(1) pg 是 p.autoc. /A; 
《2) 对 于 任何 {B,} 己 多,, { 避 ,}CC 久 , 门 证 ， 


县 C5)limAt ANB,) = pntA), 

如 果 CPDlimpCC = pt TimC,} ， 

则 Dlimg( (ANB) UC,) = (Plimp(C,); 
C3) 对 于 任何 {B,C oC CaN 

且 Plimp ANEB)= pH), 

如 果 CP)iiaamCC 一 gx( lm,) ， 

则 lima BNC,) = DlimpC,); 
(4) 对 于 任何 和 B.}) 忆 多 ,,{C,}C 己 育 NF 

县 (Plimp( ANE, = py(A), 

如 果 Al lm,) =pl limC,) ， 

则 Co limpl (AN 短 ) AC,. = (Plimp(Ce). 


证 明 由 定理 7.3.7 知 , 我 们 只 要 证 明 (2) 一 (1), 03) 全 (1 和 
C4) 过 (1). 证实 上 ,我 们 取 尼 一 ,mn 一 1,2, 再 由 定理 7.3.6 及 完 
理 2.4.3, 我 们 妈 可 证 衣 (2) 过 忆 ) 和 (3) 二 (1). 下 面 我 们 证 明 (4) 
字 (). 取 忆 二 Con=1,2,…, 由 (CB)limy( 训 门廊) 一 p(X) 知 ， 
HA = Plime ANB) ED) imp AN (BE, UT) 

Cp) limyt 4 NB, UO i AA) 
CP limpl A N (EB UC)) = pH). 


站 号 


因此 ， 

BP limpl (AN EU lim CA (AN EIN CE)) 
一 (5 lmp( CA{A NM (BB, U €)°)) 
= pCO). 

即 w 是 p,autoc, #4/ 有 4, 符 由 定理 7.3.6 知 是 p.autoc, /24. 
定理 7.3.8 设 “ 是 多 上 的 模糊 值 模 糊 测 度 ,z( 儿 ?GE4"， 


如 果 2 是 擅自 连续 的 , 则 
《1)》 对 于 任何 A4E 宛 B,C}CF ,DeANnF， 


县 Plim( pl ANB.) Axl ANC,) ) 一 Am 和 天 cc， 
则 《Blimmt BNC ND) = £0); 

(2) 对 于 任何 AE ,{B,} ,{C,} 亡 . 多 ， 方 E 刘 门 . 罗 ， 
且 (Plim( pl ANB) Ap( ANC,) ) =p(A)ES, 
则 PY lim pl BNTND) 一 上 (77)， 

证 明 ~ 

《1) 设 AE ,B,C CF ,DEANY, 
且 Cylim( py{ ANB) Ap( ANC,)) = pA) FS, 
则 (Blimp SME,) = uc A) 
有 CO)limml ANC,) 二 (CA). 


由 命题 2. 4. 1, 存 在 {B,} 和 { 忆 ,} 的 子 序列 { 访 ,} 和 { 忆 ,} 使 得 
(p) limp{ B, NC, N BD) = Blimgl BN CM DB). 
根据 命题 7. 3.4, 存 在 {B,,) 的 子 序列 (入) 使 得 
AAN CU DBD = AU NAN EB, = nA). 
表 对 {Ci。} 忆 {C。,) 使 用 命题 7. 3. 4, 存 在 ( 忆 ，) 己 1C。) 使 得 
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«ANCU NC, = xd NANC )) 一 pCA). 
从 而 ,对 于 {部 ，} 忆 (5) 也 成 立 


xANCU NB, )) = pH). 
因此 ， 
(D im 人 (下 N T, N BD) 


一 人 5) limx(B, Ne, ND) 


=x(U NB 2n CU NG, ) ND)) 


(2) 类 似 可 证 ， 
推论 7.3.3 设 w 是 肥 。 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,Am( 宗 ,) E 
4*, 则 下 列 命 题 等 价 : 
《1) 是 Dautoc. 4 
《2) 对 于 任何 证 E 宛 [总 化 玫 多 和 并 让 门 殉 
CO lm CAN EB) A pA NEC) = pH), 


出 
《2) limptB, NN CN BD) 一 plD): 
(3) 对 于 任何 AE 0 (BB} {CCDEANF,，, 
(lim 有 NN 忆 ) A pA CD) 一 AM 天 全， 
则 Plimpt BNCMND) = p(B). 


mm 
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证 明 由 定义 7.3. 1 及 定理 7.3.6,7,.3.8 可 证 . 

定义 7.3.4 设 安 已 多 (4E 近 , 称 寞 糊 什 模糊 集 郴 数 六 
>. 4CR) 是 关于 匀 - 致 的 上 自 连 续 的 , 记 为 up, autoc, 二 /本 
(分 别 地 ,关于 二 - 玫 伪 下 自 连续 的 , 记 为 u.p， autoc. 4 /如 
果 对 于 任意 给 定 的 se 守 0, 夺 在 5 二 6(e) 守 0, 使 得 对 于 任何 六 EE， 
CEANE, pA ANBIUCE (地 ,BNCE YW),p 
《UL 有) pt 人 NB))<5 时 ,有 

PlAAN BY UY OY, pON) < 
(分 别 地 .Pig 人 门 BB ce) < E); 

记 思 做 关于 站 一 致 仿 自 巡 续 的 , 沁 为 u.p.autoc. /名 :如果 是 关 
于 志 一 致 上 自 连续 的 ,又 是 关于 广 一 致 下 自 连 续 的 ; 陈 p 是 一 敏 
伪 上 和 白 达 续 的 , 记 为 yu. p.autoc. 上 (分 别 地 ,一致 伪 下 自 连 续 的 ， 
一 致 伪 自 连续 的 , 记 为 u.p.autoc, + 和 up.aatoc. ) ,如果 天 甘于 
任何 让 E 客 (7N) 考 吧 , 是 一致 伪 上 自 连 续 的 (分 别 地 .一 敏 伪 
下 自 连 续 的 ，- 敏 伪 白 这 续 的 }. 
命题 7.3.5 设 客 性 .多 (大 ) , 放 允 容 坟 是 后 己 多 (人 ) 上 的 模 
糊 值 模糊 集 匡 数 ,z( 人 天 ce, 则 

{1) 如 果 产 是 u.p.autoc. y /本 , 则 它 是 bp.autoc- 4 /A， 

C2) 如 果 关 是 u.p.autoc. 下 7 机 , 则 它 是 Pantoc、 /A. 

证 明 

人 1) 设 AEB 有 EE a(tA)FO, {BB} CFCEANTH 
(ANE.} CC 及 (pylimp( 4 站 BD) 二 pyCA), 出 于 yp 是 up.autoc. 
Y 7 可 ,所 以 对 于 任何 给 定 的 se>0, 存 在 6 一 6(e) 盖 0, 使 得 赤 于 任何 
Bew,CeANsANBee,y pA ,uAN DB) 06, ANE) 
UCe 才 时 ,有 

AAANMNBY UO nC) < 
对 于 此 5>0; 由 于 (Plimp 人 CAB) 一 p(A), 于 是 存在 N>0, 当 有 
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主 N 时 ,有 
PiptAY, uA NM BY)) HE. 
因此 , 当 {(3 芒 )UC}C 儿 时 
pacAN Ey UO ,nO)) < e. 
即 
CP) limp( (A N By UL) = uC). 

(2) 类 似 (1)} 可 证 . 

推论 7.3.4 设 宅 C.F (XK), 史 上 的 一 致 坊 自 连续 的 模糊 值 
模糊 集 函 数 一 定 是 伪 自 连续 的 . 

证 明 ”四 命题 7. 3. 5 立 得 . 

命题 7.3.6 设 “ 是 .多 。 上 的 模糊 值 模糊 测度 , 则 下 列 命题 
等 价 ; 

(1) 下 是 .了 .autoc. $ 

C2) 是 .pautoc. 4; 

《3) g 是 u.p.autoc. 十; 

(4) 对 于 任意 给 定 的 se>0, 存 在 93=SC)>>0, 使 得 对 于 任何 二 
E Fo 县 pAIFAER Be FCENAN FY 
P(ACA) ,nCANB))<8 时 ,有 

PluCAN BIAC) ,uC Ls, 

证 明 ” (0) 二 2) 和民 ) 二 3) 显然 . 

(2) 二 (3) 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 和 任何 的 E 多 , 且 pA}* 
oo0,BEF, CEANF,,NENCGERANT,, 由 于 yy 是 u.p.autoe. 
4 ;所 议 , 当 PtuCA) ,pCAM 育 )) < 时 ,对 于 CNBEAN 多 ,有 

piaCCANMNBYU BN ACN BE) < 
从 而 由 C=CN CBUB)== CNBUECNBICCNEU AN 
茸 ) 及 定理 2.2.2 得 
Pip ,pC MN BY peel AN BY) YU (BN CN, 
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CN BD) < e, 
即 4 是 u.p.autoc. 不 .从 而 也 就 证 上 明了 (2)=>(1). 

(3) 地 (2) 对 于 任意 给 定 的 >0, 和 任何 的 次 E ,多 。 有 昌 y(A) 关 
DG Fo,CEANS 则 CU (CANEBIEANFo, 由 jy 是 .pp. 
autoc， 不 ,所 以 , 当 pCOxt) ,x( 半 门 证 ))<28 时 ,对 于 CU (CAN 部 ) 
,有 

pg(BN CU ANED, AACU (ANMNB))D) < 
双 由 于 COBNC =(BNOYU COANEZ NE 
—BN (CUANEF)), 
所 以 ,由 定理 2. 2,2 我们 有 
plipAC JU CA BD , pO) 

SpluBN CU ANBY) ,ACU ANEFD) < 
服 g 基 ,pautoc. yy， 从 而 我 们 也 证 明了 (37 一 (17. 

(3) 一 (4 对 于 任意 移 定 的 后 >0, 放 E 多 。 有 目 p(tA) 关 %, 因 为 
是 up.autoc. 不 ,所 以 ,存在 全 一 人 (6)>0, 对 于 任何 BE B,CE 
让 介 . 多 ,, 当 pCp2) ,pC 训 门 B)<55 时 ,有 

plp(Cy ,pC NM BY < ef2. 

再 由 产 是 ua.p.autoc. 不 一 定 昨 u,p,autoc, 4 ;存在 站 二 6,(e) >0， 
对 于 任何 凋 E .多 , ,CE AN 们 . 记 。, 当 POH) ，A 训 三 下 ))<3 时 ,有 
pataAN BY UY CY ,pC)) < a2, 

到 5 二 人, 当 bCn(AD ,pA)) <S WH, 由 
ANMNMEBYUCOoOANBACIO ENC 
和 (页 门 六) UC 六 , 及 沦 理 2.2.2 
iplA MN BYAT) ,CD)) 
pANEYUCO ,AABNC) 
ppAAN EY UO nO) + pny ,BN CY) 
E [3 
也 十 
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《47 一 (3) 对 于 任意 给 定 的 e>0, 任 何 有 EF 且 plA) 闫 吕 及 
任何 在 E 多 ,CE 和 AN 也 ;由 于 C4) 成 立 ; 所 以 存在 8 一 8(s) 半 0, 当 
px(AN 记 ,pA))<68 时 ,对 于 和 任何 C* 近 让 门 究 。 有 

paCA NM BOACY, nC < ie. 
我 们 取 它 * 一 仑 门 语 , 则 "EA 八 久 ,, 再 由 
CEN BUF) -~ CNB LU CNE) 
CONEU ANB) 
=[CNBU ANEIN CAN BY N CN BY 
—(AN BA NE), 
及 定理 2.2.2, 我 们 有 
pluCCY pC NM BY) 
pl RN FACN By) ,pC NN By) 
= pp AN BOAC YY, uC)) < ge, 
即 py 是 .pautoc. 不 ,从 而 我 们 完成 了 该 命题 的 证 明 . 

关于 寞 糊 值 模糊 测度 的 一 些 浙 近 结构 特征 关系 ,读者 可 用 图 

简单 示意 ,以 加 深 对 上 述 内 容 的 理解 与 认识 . 


7.4 模糊 值 模糊 测度 扩张 的 
必要 条 件 与 充分 条 件 


设 乞 .or 和 ool. ,oly) 都 是 神 糊 子 集 的 非 空 类 ,特别 ,er 
还 表示 模糊 代数 ,ro 是 含有 .x 的 一 个 模糊 -代数 ,ef 是 
-x 产生 的 模糊 o- 代 数 . 我 们 还 记 
-二 {BE SX), 存 在 {上 B} Cw, 使得 BB, 丰富}， 
A 一 人 B;BE. CX), 存在 {总 C27 ,使 得 廊 ,). 

设 上 :2 下?7CR) ,如 果 对 于 任何 的 {4) 入 ,1 六 .CC 湾 


是 
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疡 二 关于 下 ; UE 关于 了; 《7.4. 1) 


Fi 关于 己 门 素 .i 关 于 m， (7.4. 2) 
N UECU ME.., C7. 4. 3) 

总 成 这 
lim limp( Ei) < lim limpF,. 门 ， (7. 4. 4) 


Ee Ho doo 


则 称 模 糊 值 模糊 集 函 数 w 在 上 满足 LU 不 等 式 . 
定理 7.4.1 -wx 上 的 模糊 值 神 糊 测度 “ 能够 扩张 为 re) 
上 的 模糊 值 模糊 测度 的 必要 条 件 是 在 -sz 上 满足 LU 不 等 式 . 
证 明 设 p 是 jz 从 扩张 到 ctw) 上 的 模糊 值 模糊 测度 ， 
{ 记 Ce {( 疡 Cez 目 满足 茶 件 (7.4. 1 一 (7.4.3) ,由 (er) 
的 定 儿 知 


NM UE € om), U MF, € ot). 


这 样 由 2(.Y) 上 的 模糊 什 模 攀 测 度 的 单调 性 及 上, 下 连续 性 ， 
我 们 得 到 


《5) lim Cp) lim pe (Es) — (PY limw ‘ U Ei) 


= UE uy ME. 0) 


~ 
=(p) lm# CNB,.) 
= (6) lim CP) limetF,.). 
我 们 再 注意 到 , 当 Ee 时 ,pA) 二 pC2) ,于 是 ， 
6) lim (p> limutE,.,) = (0) lim (Cp) limy (CE, ,) 
PY lim (Pp) limp {PF,) 


= (PY lim ( 方 ) im 区。 ， 


因此 ,在 .wv 上 满足 LU 不 等 式 . 

定理 7.4.2 如 果 p 是 .sw 上 的 下 连续 模糊 信和 模糊 测度 ， 
Pet 人 E4 则 产 可 以 瞧 一 地 扩张 为 -ee 上 的 下 连续 模糊 值 模 
糊 测 度 A"， 

证 明 对 于 任何 吝 E 7; ,出 -的 定义 ,存在 {A} 
站 ,AEB, 我 们 定义 


多 


a* (BB) = (p) limpCA, ). 
这 一 定义 是 无 层 义 的 .事实 上 ,如 果 存 在 .ex 中 的 两 个 序列 ! 训 。) 
{ 心 } 都 有 序 ,AB 和 训 AB, 则 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 0, 
忆 45 因此， 
(2) lima( A,) 之 (8) limeCA, MN A ) = lA) 


} 和 
7 巨 


从 而 
C5) imp(d) 之 Co) limp tA’). 
我 们 可 以 同样 证 明 
《6) limy XA) (Pp) limpl A,). 
故 
(GD limp A,) = Cp) limpl As). 
部 py* 的 定义 是 无 野 义 的 . 
下 面 我 们 证 明 ye* 是 .w+ 上 的 下 连续 模糊 值 模糊 测度 . 
(1 单调 性 , 设 方 , 记 E x+ 且 记性 在 , 刚 存 在 1 站,} ,BB ) Ca 
使 得 A447 有 A 入 ,AB. 因 此 ,对 于 任意 给 定 的 正 整 数 各， 
EB, 后 有 AE 站 A 一 A, 


从 而 
Cp) limx(B.) 之 (5) limxcB, 门生 ) = ptA,). 
由 此 推出 
A (CB) = tp) limu( By > CP) limp(A) = P CAY. 
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即 py* 具有 单调 性 . 

(2) 下 连续 性 . 设 {5;n 一 011124 呈 性 使 得 有 A, 777A ,由 
-人 的 攀 造 ,对 于 每 一 个 n 一 0,1,23,… 玫 存 在 {Aswj1m 一 1 2 
cy 使 得 

A AAs ae 0,1,2,3, 
运用 锯齿 对 角 波 , 记 二 21 站 一 站 ,站 ,一 _ , B, = A PF; = 
训 sz0 一般 地 ， 


Fs. 2 A;;, 


并 记 
也 一品 让， 
Ed 
部 77UN = A 
从 而 


2A* CA) = (0) limp(B,). 
注意 到 ,对 于 任意 给 定 的 正 整 数 w, 都 存在 7=jtm4) 使 得 天 CA,， 
以 及 4 的 单调 性 ， 
AB) = pe CB) Sp" (AD, 


结果 
ACA) ED) Hima (A,) 
再 由 总 ;C 广 ,jj 一 1] :2 ;下 a 的 单调 性 ， 
(7) limp (CA) < p* CA,). 
因此 ,我 们 有 
A A) = C0) limp(a,). 
上 产 是 产 的 扩张 以 及 扩张 的 叭 -性 是 显然 的 . 


定理 7.4.3 设 是 .a 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,p(w YE 4°， 
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则 关 可 以 唯一 地 扩张 为 .w+ 上 的 模糊 值 模 糊 测 度 的 充分 条 件 是 
Pr 在 .wr 上 满足 7 不等式. 
证 明 ” 仅 需 证 明定 理 7. 4.2 中 所 定义 的 下 连续 模糊 值 模糊 测 
度 &' 满足 上 连续 性 ,事实 上 , 设 {A3n= 二 0,1,2, 呈 ?C2 且 有 A 
页, 及 存在 no 使 得 A (A) 天 0， 根据 -egrz 的 构造 ,对 于 任何 的 
RA 好 一 0,1.2,…， 
我 们 了 oe nl] 2 
六 ,一 Aw， m=1],2,-: 
容易 验证 ; {6}) ,人 FF, 满足 (7. 4. 1) 一 (7. 4. 3) 条 件 ,应 用 
LU 不 等 式 ,我们 得 到 
(CO limp' (A) = 08) limC5) limp(As) 
= (2) lim(p) lim p(E,,) 
雪人 2) lim(2) im 
一 (CO) limwCu》 
= (A), 
肯 由 gz' 的 单调 性 ,我 们 有 
(Cp) limp* (A) BS CA). 
页 
Cp) limpg* CA.) = pr" CAo). 
这 样 我 们 就 证 明了 pi' 是 -wi 上 的 模糊 值 模糊 测度 . 
定义 7.4.1 设 k 和 sv 都 是 上 的 两 个 模糊 值 模糊 测度 ,如 
果 对 于 任意 给 定 的 >0, 存 在 8>0 使 得 对 于 有 中 的 性 何 模 糊 集 
雇 和 六 ,只 要 廊 CCF 晶 有 POFD,v( 识 ))<6, 成 立 
PluCEY, pCRY) < e, 


则 称 关于 vy 是 强 绝 对 连续 的 , 记 为 p< 
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定理 7.4.4 设 产 是 .史上 的 模糊 值 模糊 测度 ,met )E4， 
如 果 存 在 -x7 工 的 模糊 值 模 籽 测 度 "使 得 在 .az 上 pg 关于 v 强 绝 
对 连续 , 则 能够 唯一 地 扩张 为 .sr?+ 上 的 模糊 值 模糊 测度 , 且 保 
持 对 + 的 强 绝 对 连续 性 . 

证 明 人 航 需 证 明定 理 ?.4.2 的 证 明 过 程 中 给 出 的 x’ 是 上 连 
续 的 以 及 扩张 的 唯一 性 与 保 排 强 绝对 连续 性 . 假设 ! 放 .Cart 且 
dioE et 且 存 在 no 使 得 jp' (4A) 关 59., 由 .284 的 构造 ,对 于 
每 一 个 n 二 0,1;2,… ,存在 {0m} 民 .ef 使 得 站 An 一 0, 1, 2， 
"…. 因为 对 于 每 一 个 有 # 二 1,2,…, 有 7,C 民 如, 不 失 一 般 性 ,我 们 假 


设 mC 对 于 rt,n 二 1;2，,… 成 立 . 由 于 在 -oz 上 pv, 则 对 于 
任意 纵 定 的 e>0, 都 存在 全 一 3(e) 盖 0, 使 得 对 于 任何 的 多 Ew, 六 
拭 .o ,只 要 站 一 站 有 POCF) 站))< 人 时 ,我 们 就 有 

pip(FY ,Mu(F)) < ej2, 
即 


BY < pF) 十 芭 : 
由 > 的 连续 性 到 .szydf 上 y* 的 定义 知 ,存在 和 N 和 N’' 使 得 
oAN) vA) ) 一 了 


和 

和 人 

BAY A )) < 
及 

万 (pe CA yp Rw < 方 : 
这 样 ,我 们 就 有 
vA < 十 5 

和 
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v(A) < vArn) 十 


从 而 
vv SA LARA) + F< Ao) 十 人 ， 

故 ~ 

PCArw ) vAom)) < 人， 
因此 

PlpCAyw ?pA )) < 避 ， 
这 样 ， 

HA ) < Aw) 十 六. 
结果 


pe CA < (让 sw) 十 万 < p(w) 十 了 十 六 pA 十 < 
即 

CD) limp CA) SE pp (CA,), 
注意 到 jg’ 的 单调 性 ,我们 得 到 

CD) limA7 (A,) = p° (A). 


下 


用 与 上 述 类 似 的 方法 可 以 证 明 在 -x+ 上 jp" <&v. 
定义 7.4.2 cotcez) 上 的 模 贿 值 模糊 测度 yy 称 为 是 亲 -> 
(分 别 地 ,wy7) 的 ,如 果 对 于 任何 的 六 Egolww) ,对 于 任意 给 定 的 
>0, 存 在 言 E .z+ ,使 得 AC 分 别 地 ,证 E .ez> ,使 得 下 Ca4), 且 
xB) 委 pA) 十 8,( 分 别 地 ,p62) 生产 (在 ) 十 局 ). 
定理 7.4.5 设 4 是 -sx 上 的 模糊 值 模 粕 测度 ,pe ) 蕊 4"， 
如 果 存 在 sao(-x) 上 亲 .w+ 的 模 梢 值 模糊 测度 v 使 得 在 .sr 上 


yy; 则 pg 可 以 唯一 地 扩张 为 oom ) 上 的 亲 x+ 的 入 糊 值 模糊 测 
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度 , 旦 保持 对 ”的 强 绝对 连续 性 . 
证 明 由 定 理 7.4.4 知 ,pg 可 以 唯一 地 扩张 为 .wt 上 的 模糊 


值 模糊 测度 x* 日 在 .57 上 rr" <&v. 如 果 我 们 定义 
A "(A) = inf{p (BYSA CHE at} AE gC ), 
显然 ,x*' “是 单 调 的 及 在 .wv? 上 与 pe* 是 -一 致 的. 为 了 证 明 
2 “在 ou(.w) 上 的 连续 性 ,我 们 假设 (3,}Coo(_g 有 自 A E 


oo ), 且 存在 nm 使 得 “(A ) 尖 总 .因为 在 .ax+ 上 六 过 ww 所 
以 ,对 于 芷 意 给 定 的 e>0, 存 在 >0 使 得 对 于 任何 的 禄 Ew; 种 
六 EL ,只 要 让 二 站 攻关 ) 站))<8 就 有 

pip CFY ,pw* CE)) < 言 . 
再 由 sv 在 so) 上 的 上 连续 性 ,对 上 述 5 二 0, 存 在 正 整 数 N 使 得 


Pr vA < 3. 


注意 到 .x7 对 于 有 限 交 运算 的 封闭 性 ,再 由 mt 好 ) 上 的 ， 亲 -ez 
性 及 靖 ”的 定义 ,我 们 就 可 以 找到 总 E a ,和 Eeezd ,使得 站 C 
训 。 及 An TE, 且 


A Bo) < pr CH) + 到 


及 
8 

vB ) < vAw) 十 本- 

这 样 ,我们 有 
vB < Ay) 十 了 之 yA) 十 二 区 基 ) 上 人， 

从 而 

PBy) vB )) < 6, 
故 
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Bip Br) ,pe (BY) < 5 
即 
pr” CB) < py CEB) + 了 
结果 
pp" CA Ep CHB) < pp Bo) 十 pe 十 和 
[i 
CO) limpm * (A,) = p° * CAo). 
外 六 “在 of 上 是 上 连续 的 ,用 类 但 的 方法 可 以 证 明 上 在 
ae 上 也 是 下 连续 的 . 故 A “是 m(C-)7 上 的 模 删 值 模糊 测度 . 
显然 ,mr 是 亲 -sz 的 , 且 它 是 的 具有 淋 -x4 性 的 唯一 扩 
张 ， 
用 与 上 述 类 似 方 法 还 可 以 证 明 pe “在 可 (ce 下 关上 > 是 强 
绝对 连续 的 . 
定理 7.4.6 如 果 4 上 是 .wx 土 的 上 连续 模糊 入神 糊 测度 ， 
HE ) EA : 则 A 可 议 唯 * 地 扩张 为 本 上 的 上 爱 续 模糊 值 模 
糊 测 度 w.。. 
证 明 ”对 于 任何 站 Gegz ,由 .sy 的 定义 ,存在 (A.} 二 .27 日 
站 站 ,我 们 定妆 
(BY = (Cp) limplA,). 
这 一 定义 基 无 野 义 的 . 事 亦 上, 如果 存 在 .er 中 的 两 个 序列 {有 .和 
{5%} 都 有 A 言 和 ANB, 则 对 于 任意 给 定 的 正 整数 6,3, 
忆 7N ,因此 ， 


=p(B U A) = 人 下 
从 而 
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Cp) limy A,) a (2) im 人) 
同 理 订 以 证 明 
Cp) lim pl A SE (6) limpt dy. 
i 
(Cp) lm A,.) = (p) limpt A ), 
吕 gx, 的 定 闵 是 无 歧义 的 ， 
下 面 我 们 证 明 yx, 是 .wi 上 的 上 连续 模 料 值 模糊 测度 ， 
(1) 单调 性 . 没 ,让 Es77 上 且 CB, 则 存在 {3} ,7 站 Ca 
使 得 AA 和 和 亡 NB. 因此 ,对 于 生意 给 定 的 正 整 数 0， 
B, U A NE, Uj 凋 一 B., 


从 而 
(Pp) limp( As) SP) mp BB U2,) 
—p(B, U A) 一 p(B,). 
由 此 推出 


ps) = (6) limpld,) & (7) limpl B,) = £,.(B). 
即 ,是 具有 单调 性 的 . 

(2) 上 连续 性 . 设 {A Cy A197 日本 及 存在 正 
整数 no 使 得 .A ) 关 吕 , 由 -zy 的 构造 ,对 于 每 “个 4 一 0,1， 
2,… ,者 存在 1 ) 忆 .ww , 使 得 ， 

A NA R= 012 
运用 蚀 此 对 角 法 , 记 B= 2 BB, 一 A, ,一 Az 请 ,一 
地， 


bP 
EE 


Bati-Detrin |; = 


并 记 
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风 
E~\, 个 刀 ， 一 A 
从 而 
A (CA) = (FP) limt By, 
注意 到 ,对 于 任意 给 定 的 下 整数 N ,都 存在 j= ji) 使 得 
A, CB,. 
再 由 请 . 的 单调 性 ， 
pe CA Ep Bh) = eBN). 


结 素 
Cp) limw。 cA) < pe Co)， 
青 利 用 jy, 的 单调 性 ， 
CP) limp, CA) CA). 
故 
(Cp) limp. (2) = .CA,). 
从 而 我 们 证 明了 ,是 .ws 上 的 上 连续 模糊 值 模糊 测度 . 
:是 上 & 的 扩张 及 扩张 的 唯一 性 是 显然 的 . 


定理 7.4.7 设 j 是 -wr 上 的 模 凌 值 模糊 测度 ,pt-a) 4"， 
测 闫 可 以 唯一 地 扩张 为 x7 上 土 的 模糊 值 模糊 测度 的 充分 条 件 是 


在 上 满足 LU 不 等 式 . 


证 明 仅 需 证 明定 理 4.7. 6 中 所 定义 的 上 连续 模糊 信 异 糊 测 


度 pr. 是 下 连续 的 .事实 上 , 设 { 本 CrrdeEerr , 则 出 
定义 ;对 于 任何 的 ==0.,1,2.* ,存在 {Am} Cu 使 得 
A A n= 0012, 


.oarz 的 


我 们 取 总 64 一 部 6 六。 二 A 容易 验证 , {Ew.:} 和 {六} 满足 条 件 


C7. 和.) 一 (7.4.3),; 办 此 ,应 用 LU 不等式 ,我 们 得 到 
LCA) = 6) limpC A ) = (0) lim C2) lim plB,,s) 
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(Do) lim (Cp) limpCF..,) 
一 (p) limp. OA). 
再 由 g, 的 单调 性 ,我 们 有 
(Cp) Lima. (CA) EA, CA,). 
零 
Ps Ao) = CP) limp, (A,), 
即 gg, 是 下 连续 的 ,从 而 我 们 证 明了 jy, 是 .sw 上 的 模糊 值 模糊 测 
让 . 
定理 7.4.8 设 上 是 .ew 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,pt ) 4 ， 
如 果 存 在 .sw 上 的 模糊 值 模糊 测度 "使 得 在 .oz 上 yy 关 手 v 强 绝 
对 连续 的 , 则 能够 唯一 地 扩张 为 -sz 上 的 模糊 值 模糊 测度 ,是 
保持 对 ， 的 强 绝对 连续 性 ， 
证 明 人权 需 证 明定 理 7.4.5 证 明 过 程 中 给 出 的 ,是 下 连续 
鸥 以 及 扩张 的 唯一 性 与 保持 强 绝 对 连续 性 . 假设 {A,} C7 ,部 , 捷 
7 有 目 AiAA; 由 27 的 构造 ,对 十 每 一 个 xn 二 9,1,2,…, 存 在 
{A ) TC 使 得 A AAO 1:2,. 国 为 对 于 任何 正 整 数 地 
有 本 ,CS ,不 失 : “一般 性 ,我 们 假定 NT 由 于 


在 .ex 上 py, 则 对 于 任意 给 定 的 2>0, 存 在 82>0 使 得 对 于 任何 
的 瘀 ,产生 az 是 这 CC 及 Cv 全) wv(F))<6 时 ,我 们 就 有 


BF), pFE)) < 本 
即 
pK) < 下》 十 部. 
由 上 的 连续 性 及 .> 上 的 ,的 定义 ,存在 N 和 AN' 使 得 
P(An) vA ) < 5 
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利 | 


了 全， 
及 
Pep Aw) ,pArw)) < 三 
这 样 , 我 们 就 有 
vyCAo) 一 5 < A) 
和 
~ ~ 全 
ppm ) < DA 十 了 
从 而 
vow》 < 2( 训 ) 十 二 了 < (7 ) 十 vOApw) 十 他， 
故 
BCCAow) Vw )) < 家 
因此 
plpCAom) ,pt Arm) ) 之 字 ， 
这 样 
pCAom) < uA) 十 子 ， 
Hs CA ) 所 Pr) < ) 十 了 
< cA) + &, 
即 


《5 limp, CA,) 2 pe, (Ao). 
再 注意 到 jy， 的 单调 性 ,我 们 得 到 
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Cp) limp., (CA) = po. CN), 
即 .是 下 连续 的 . 


与 上 述 类 似 方 法 可 以 证 明 在 .ozr。 上 pgs 人 

定理 7.4.9 设 #“ 是 .er 上 的 模糊 值 模糊 测度 , wx(-er) EA ， 
如 果 存 在 mw(Cex)7 上 亲 .erz 上 的 模糊 值 模糊 测度 5 使 得 在 .x 上 
y, 则 上 可 以 瞧 一 地 扩张 为 soc-w) 上 的 亲 .wv 的 模糊 值 模糊 测 
度 , 且 保持 对 5 的 强 绝 对 连续 性 ， 

证 明 由 定理 7.4.8 刻 ,A 可 以 唯一 地 扩张 为 .wv 上 的 模糊 
值 模糊 测度 六 且 在 x， 上 pg. wv 如 果 我 们 定义 

Kes AY 一 sup{p, (PB); BOA BE wr YW AE oY). 

我 们 只 须 证 明 p. ,在 m(e) 上 的 连续 性 ,这 是 内 为 x, ,的 单调 性 


及 4&2,: 且 .的 扩张 是 显然 . 我 们 息 设 (4A,;: Co (Cr), A,E 


go) ,了 ANAo. 因为 在 .err 上 sv; 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 
>0, 存 在 32>0 使 得 对 于 任何 的 祷 , 祈 Ew, 内 要 ECF 有 p(y 
(Fy ,v( 思 ))<<6 时 就 有 


Pl CR) CEY) < 


to|m 


再 由 在 @ 0) 二 的 连续 性 ,对 于 上 上 述 6>0, 存 在 正 整 数 N 使 得 
BAY vA) < 5. 
注意 到 _w。 对 于 有 限 并 运算 的 封闭 性 ,再 由 mm0-2 上 的 ， 亲 .sz 


性 及 p&p, ,的 定 疼 ,我 们 能 散 找到 BE, ,有 和 .ms 使 得 疡 王 
A. ,B,CTA,. 且 


As Co) < (天 十 也 


vAw) < 区 下，) 十 7. 


这 样 ,我 们 有 
vB vA vA + SF AB 十 9 
从 而 
PCBY) ,vBN)) < 人 ， 

故 

Pp (Bo) sp (Br)) < 3. 
好 

ps CB,) < 产 . (站 ) 十 到、 


AD Ep BIT Tp BD) + ep. (Ar) +s 
办 此， 
Cp) limp, .A) = ££, CA). 

即 As , 在 oot ) 工 是 下 连续 的 ;用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ,在 
mr ) 上 也 是 二 连续 的 . 

py 是 亲 .5 的 及 它 是 的 具有 亲 -wy 性 的 唯 - 扩张 是 亚 
然 的 ， 

pe 在 ot.wxY 上 关于 v 基 强 绝 对 连续 的 证 明 是 容易 的 . 
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第 8 章 模糊 值 模糊 可 疯 函数 
8.1 模糊 值 模 精 可 测 呆 数 的 定义 及 其 性 质 


定 交 8.1.1 设 碟 是 任 一 非 空 集 ,. 史 是 关上 的 一 个 模糊 o- 
代数 , 则 称 ( 式 ,有 ?为 模糊 可 测 空间 ,相应 地 , 称 受 中 的 每 一 个 元 
素 才 为 (X 区 ?上 上 的 模 灶 可 测 集 . 

定义 8.4.2 设 ( 民 ,区 ) 是 模糊 可 测 空 间 , 太 算 天 (8 , 实 值 昕 
数 了 :天 一 [一 oa 十 eco] 称 为 在 疡 于 关于 (和 ,多 ) 的 模糊 可 测 天 
数 ,如 果 对 于 任何 的 aE[ 一 o0, 十 50, 有 关门 Xr_EE. 久 . 

定 妈 8.1.3 设 (X,.F) 是 模糊 可 测 空间 ; 评 EE .A(X), 称 模糊 
信和 函数 了 :及 一 .SE* CR) 在 襄 上 关于 (XX ) 是 模糊 可 测 的 ,简称 
万 上 模糊 可 测 的 ,如果 对 于 任何 的 E00,1]; 记 Cz} 利 及 (zr) 者 是 
巨 上 关于 5, 多) 实 值 模糊 可 测 函 数 :, 其 中 
了 (Cry 一 ,ly, 2AECF CDOT FTN A Wha Cn) Cr)]. 

我 们 用 ME) 表 及 蕊 工 实 值 寞 类 可 测 函 数 全 > 体 构 成 的 集 
合 ,特别 是 当 包 二 X 时 , 简 记 FM; 用 CE 表示 启 上 模糊 值 模糊 
可 测 函 数 全 体 构 成 的 集合 ,特别 地 , 当 记 = 天 时 , 简 记 为 让 MY. 

注 81.1 (ay FMOEYCFME), (0) BEICFM EY. 

定理 8.1.1 设 / 是 一 模糊 值 函 数 ,证 E 多 {XX}, 如果 对 于 任何 
AECD, 11,E NX EB,ENY Cry 和 , 则 六 EE [ay 
( 荔 的 充分 必要 茶 件 是 对 于 任何 1E (0,1] 秃 a€[ 一 0, 十 mr] 万 证 
Nxr EF 和 产 门 Xrt EE 其 中 
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Firs= {rx} f(r > ol, Pi;i= (xr; f(z) > a). 

证 明 类似 定理 4. 1. 3. 

定理 8.1.2 设 7 是 一 横生 值 甫 数 ,EF CX), 则 FEFM(E) 
的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 2€ (0,1],a€E[ 一 oc, 十 co],; 有 
EMMY wm ED EN EF ,EN Xe wm 和 
EMEsoest wm ED. 

证 明 ”类 人 羽 定理 4, 1, 4， 

定理 8.1.3 设 7 是 一 模糊 值 函数 ,六 E .FCX), 则 了 EF 家) 
的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 4E (0,1],axE[ 一 co, 十 co], 有 

ENYX na EF ENT wan EF. 


证 明 类似 于 定理 #4. 1.5. 
定理 8.1.4 设 j 是 一 模糊 值 函数 ,EE.FCX), 则 了 E FMCE) 
的 充分 必要 条 件 是 对 于 和 任何 XE (0,1],aE[ 一 0, 十 wo], 有 
门 XI eo) 所 FR , [a 站 XI < 可 所 元 ， 
尼 门 KIT = 2 ， a 门 XI 和 入， 
证 明 ”类似 于 定理 4. 1, 6. 
定理 8.1.5 设 7 是 一 模糊 值 函 数 ,起 E .P(X), 则 
(1) 如 果 六 EFMCE) ,让 ,性 站 ,是 着 |E 天, 则 FE FPC) 
(2) BE NE,=$, FE=E UE,,R , 庆 和 .多 时 ,FE 下 了 ( 产 ) 的 
充分 必要 荣 件 是 产 E TWICED 门 素 了 (下 ). 
证 明 
(1) 类 似 于 定理 4. 1.7(《17， 
(2) 设 jERFNWE), 由 (DD 知 FEFM(ED), 有 FE FMC(EE,), 即 了 
EMED NFM(GE,), 反 之; 如果/ EFM(ED FMCE,), 则 由 二 
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对 于 任何 AEC0,1]1a€[ 一 9, 十 oo9j ,有 
EN ,= (BU Ey N Xe, 
一 CE 门 Ke,) UJ 《 挛 。 门 Np,) 


EN xe, = (EU E) Nf xr, 
= CE fxs,) U CE, NN Xe,), 

所 以 EMNxe- ER ,EN EFT. 
即 FE FME). 

定理 8.1.5 设 A,8ERFMCE), 则 

C1) 对 于 任 位 的 8E .FF"(R) ,8 实 0 或 & 所 0, 如 上 朵 #， 了 有 意 
闵 , 则 站 EEC 

(2) 如 末 六 + 名 有 意义 , 则 fgE FNM(E); 

(3) max(f ,BYEFM(E) ,min(f ,g) EF MEY; 

C4) POF EE) E FNCE). 

证 明 类 似 于 定 埋 4, 1.8. 

定理 8.1.7 设 {/.}CFNM(E) ' 如 果 sup fsinf fr Colim,, 
(Ptim 太 存在 , 则 它 们 都 是 庆 上 模糊 可 测 务 数 . 

“证明 类 似 定理 4. 1.9 
推论 8.1.1 设 { 声 )CF 季 ( 瑟 ), 如 果 (P)lim 产 存在 , 则 (P?lim 
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8.2 “几乎 处 处 ”与 “ 伪 儿 乎 处 处 ” 


定义 .2.1 设 (X, 多 ) 是 模糊 可 测 空间 ,py 是 到 上 的 模糊 
值 模糊 测度 , 称 {X,. 区 ,pj 是 模糊 值 模 糊 测 上 诬 空 间 , 当 jy 是 有 限 模 
糊 值 模糊 测度 时 , 称 < 六 ,FF ,1 是 有 限 模糊 值 模糊 测度 空间 ， 

定义 8.2.2 设 { 辽 ,3 ,pe) 是 一 个 模糊 值 模糊 测度 空间 , AE 
多 ,PP 是 一 个 命题 ， 

(1) 如 果 帮 在 让 的 云集 supp 训 = {x; 认 (Cx) 记 0} 上 处 外 成立， 
月 Xa, 划 称 了 在 六 上 处 寻 成 立 ; 

C2) 如 果 存 在 DCX 且 XpE. 及 p(Xp}= 二 0 使 得 望 在 
门客 上 处 处 成 立 , 则 称 了 在 广 上 几乎 处 处 成 立 : 

(3) 如 果 存 在 CX 有 XiE 实 及 pt 有 4 门生 ) 一 pn( 有 4), 使 得 PP 
在 衣 门 办 上 处 处 成 立 , 风 称 P 在 六 上 伪 几 乎 处 处 成 立 ， 

命题 8.2.1 

C1) 如 果 忆 在 方 上 儿 平 处 处 成 并 ,x 是 零 可 减 的 ,. 则 卫 在 饼 
上 均 几 平 处 处 成 立 ; 

(2) 如果 瑟 在 让 Cu( 可 天 c) 上 全 几乎 处 处 成 立 , 是 伪 室 可 
加 的 ,出 瑟 在 关上 几乎 外 处 成 立 ， 

证 明 

《1) 因为 了 在 直上 几乎 处 处 成 立 , 所 以 存在 ECX,H Xi€ 
多 及 A 站 站 xs) 一 0, 使 得 王 在 关门 过 上 处 处 成 让. 又 由 于 所 是 零 
可 减 的 ,所 以 


(A NN i) = A), 
故 己 在 过 上 仿 用 平 处 处 成 立 . 
《2) 类 似 可 证 . 
推论 8. 2. 1 
《1) 如 果 情 在 六 上 几乎 寻 处 成 立 ,p 是 下 自 连 续 的 , 则 卫 府 
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让 上 合用 乎 处 处 成 江 ; 
《2) 如 果 呈 在 及 Gat) 关 56) 上 佛 几 乎 处 处 成 立 ,2 是 伪 上 自 
连续 的 , 则 已 在 立 上 玫 平 处 处 成 立 . 


定理 8.2.1 设 (, 多 ,内 是 一 模糊 值 模糊 测度 空间 , (六 }C 
CFE) ,如 果 { 元 在 亚 上 下 平 处 处 收 仇 , 则 一 定 存 在 :一 模糊 值 务 
数 7 使 得 PE FMC 可 日 { 六 ) 在 站 革 几 笠 处 处 收 租 于 记 

证 明 因为 { 疡 ?在 关上 斤 平 处 处 收 各 ,所 以 ,存在 五 一 用 
NrE 多 及 ACEXr) 一 0 使 得 (六 ) 在 让 和 门 双 上 处 处 收 伍 , 即 { 疡 } 在 
supp ( 宫 门 奸 ) 上 处 处 收 化. 叉 由 于 {7 己 FMCE), 则 由 定理 8.1.5 
(DD 知 { 记 ) 己 FHIEE 门 wwwanr》. 我 们 定义 模糊 值 函数 : 

/® lim Fr}, rE suppF NN FF. 


f (zx) = 
\o, 当 工 名 supp& 人 门 广 , 


由 推论 8.1.1 FE FMOEN Xian), I FMOENMN Yin 是 
虽然 的 ,从 而 由 定理 8. 1. 5(2) 知 /EE FM(CFE). 

定理 8.2.2 设 (X ,9 ,pj 起 -模糊 值 模糊 测度 空间 ,E37 
CX CME}, 如果 {f,) 在 祖上 檀 儿 乎 处 处 收 合 ,上 则 存在 匡 
上 模 灶 可 调 函 数 了 & 下 册 (下 ) ,使 得 (部 ) 在 关上 上 协 几 乎 处 处 履 敏 二 
f. 

证 明 类似 定 埋 8 2. 1. 

定理 8.2.3 设 ( 了 ,入 ,pp 是 一 模糊 值 模糊 测度 空间 ,x 是 零 
证 英和 的 ,FMCEDY ,EFWMCE) ,如果 (了) 在 证 上 几乎 处 处 收 
化 于 元 , 则 一 定 存 在 天 上 模糊 值 模糊 可 测 函 数 六 使 得 了 天 在 辫 上 
几乎 姓 让 成 立 . 
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证 明 ”由 于 { 六 } 在 总 上 几乎 处 处 收 敏 玫 交 , 则 存在 FCX 且 
XE 及 pA( 六 xr) 一 0, 便 得 {无} 在 寥 门 办 上 处 处 用 钙 于 六, 从 而 
(元 在 sapp 斋 门 严 上 处 处 收 伍 于 天, 叉 由 于 4 元 } 在 辫 上 斤 平 处 处 
收 敏 ,由 定理 8.2.1, 存 在 FE RN( 产 ) ,使 得 (元 )} 在 真 上 几乎 处 处 
收 仑 于 六 从 而 存在 GCX 且 XE 多 及 关门 一 0 使 得 { 产 } 在 
兰 门 灶 上 处 处 收 敏 于 ,由 此 ,{ 声 } 在 supp 臣 门 G- 上 处 处 收敛 于 坟 ， 
义 由 于 

suppE NM F° fy suppE MG = suppE () (FU GY), 


所 以 ,了 = 训 在 suppE 们 (GUFY 上 处 处 戚 六, 肯 由 4 是 零 可 加 的 ， 
我 们 有 


OAEN CG UD) = pF NY) = 0. 

| xf 写 门 CYy 让 X67) 一 0 这样 我 们 诚 证 明了 /二 多 在 六 上 几乎 处 处 
成 并 ， 

定理 8.2.4 设 ( 和 ,多 ,和 是 一 模糊 值 模糊 测度 空间 , 产 E 汉 
目 gi 这 ) 关 ,pp 是 关于 记 伪 零 可 加 的 , (六 玫 天 了 (让 ) ,如果 ;六 
在 世上 级 几乎 处 处 收 笋 于 模糊 慎 模 糊 可 测 函 数 头 , 则 一 定 在 在 天 
上 模糊 值 模 糊 可 测 取 数 了 ,使 得 /一 亡 在 定 上 伪 筷 乎 处 处 成 立 . 

证 明 类似 定 理 8. 2. 3. 

定理 8.2.5 (Egoroff 定理 ) 没 (了 KZ ,pp) 赴 -模糊 值 模糊 测 
度 空 间 ,NAES Hu) CFM ,FEED ,My 

C1) 如 果 产 是 零 可 加 的 ,{ 声 } 在 关上 几乎 处 处 收 敏 于 广 , 刚 对 
于 任意 给 定 e>0, 检 在 fCX 且 Xr. 名 使 得 yAnY ye HH 
i } 在 方 门 检 上 一 致 收 刘 于 站; 

(2》 如 果 产 是 零 吉 减 的 ,{ 关 ;在 直上 几乎 处 处 收 黎 于 产 , 则 对 
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于 任意 给 定 >0, 存 在 GC 日 XE'3 ,使 得 gCAN 站 Xe) 这 pA) 
一 se, 且 {在 计 们 XX: 上 : 致 收 敏 于 六 

(3) 如 果 pg 是 议 零 可 加 的 ,{ 记 }) 在 名 上 伪 几 乎 处 处 收 钱 于 六 
则 对 于 任意 ze 守 0, 存 在 CX 上 且 加 ESE.F 使 得 wx(ANnXr) 二 日 
{ 二 在 有 有 门 业 上 一 - 致 收 语 于 六; 

(4) 如 果 gx 是 伪 零 可 减 的 , { 记 ) 在 玉 上 伪 几 乎 处 处 收 合 于 六 
则 对 于 任意 >>0, 存 在 GCXRH XeE 玉 ,使 得 jCANnX6)> tA) 
一 是 {f) 在 六 们 Xs 上 一 禾 收 语 十 /. 

证 明 ”我们 仅 证 昭 人 1? ,其 余 类 但 可 证 .因为 w 是 过 可 加 的 ， 
我 们 和 不妨 设 { 疡 } 在 亢 上 处 处 收 敏 于 六 ,我 们 记 


民 一 六 [zB Ce) ,7 C7)) 一 去 上 


则 
天 
丸 由 于 {7,) 在 外 上 处 处 收 化 于 7, 所 以 对 于 每 一 个 吉 一 1,2,…, 有 
limxXe" 一 ) A 


Em 一 1 门 sw ， Hm 一 yD 
由 
lim FY 一 4， nt 一 1 ,ee 
对 由 于 jC 站) 关中 及 py 的 连续 性 ， 
Cp) im = 0, m= 210. 
Fl EE 
HF, ) < 了 
又 由 于 玉 \g, 我 们 有 了 UP .从 而 
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CP Him LU Fi) = KG )， 
这 样 又 存在 n>m 使 得 
pF U Fi) < At) + < ie, 
我 们 一 直 进 行 下 去, 最 后 我 们 得 到 { 阁 } 的 子 序列 {Fw } 使 得 
A UF ) 二 < 


我 们 记 了 =X% yw， AN 和 一 Pr.E .7 则 pANXp) Se. 下 面 我 


们 证 明 { 雹 } 在 站 门 芒 上 一 致 收敛 了 于 产 事实 上 .对 于 :>0, 取 上 一 
ms>17e, 我 们 有 
下 站 称 一 让 站 区 放 天 CXR 


所 以 ,对 干 任何 x NE ,有 有 在 ms 使 得 < Em 即 


zxEN BA) < 
也 就 是 说 , 当 ;ma 时 (F.C2) fe 对 于 任何 x Esupp 
(六 和 作 三) 成 立 . 这 就 证 明了 { 庆 } 在 站 她 下 - 致 收 化 于 六 

推论 8. 2.2 设 (X ,六 ,1j 是 一 模糊 值 模糊 测度 空间 ;AE , 汤 
有 旦 pA) 及 CFE A CFMA), FEFM(AY, NM 

(1) 如 果 上 是 上 自 连 续 的 ,{ 疡 ) 在 广 上 几乎 处 处 收 人 语 于 7 了 则 
对 于 任意 给 定 的 e 汪 0, 存 在 FCX xrE.F 使 得 nCAMmXF) < 一 
量 {7} 在 久 站 对 上 一 致 收 鳅 干 让 


《2) 如果 是 下 自 连 续 的 ,{ 记 } 在 邓 上 几乎 处 处 收敛 于 了 ; 则 
对 于 任意 给 定 ez>0, 存 在 GCX 日 信 E 芝 人 司 得 Ap 门人 AI) 


一 且 { 关 在 高 站 xc 上 一 致 收 艇 干 六 
《3) 如 果 上 是 伪 上 自 连续 的 , {7,} 在 万 上 伤 几 乎 处 处 收 仑 于 
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了 , 则 对 于 任意 se>0, 存 在 下 CX 日 各 E 芝 ,使 得 (站 tr)<e 日 
{ 记 在 让 门 双 上 一 致 政 伍 于 产 

(4) 如 果 w 是 伪 下 自 连 续 的 ,1 六 } 在 关 土 伪 儿 乎 处 处 收 笋 于 
了 ; 则 对 于 任意 6 守 9, 存 在 GCX 且 x6 EE 多 ,使 得 A 站 6) 半 
Pa 一 * 且 (六 } 在 让 站 Xe 上 一 致 收 合 于 六 

命题 8. 2.2 {Egoroff 定理 ) 设 ( 和 ,有史 ,由 是 一 模糊 值 模糊 
测度 空间 ,AE€.% 目 pyA)50 ,1{ CFMOA), FEFMA) ,NN 

(1) 如 果 jg 具有 (zp. g.) 性 质 和 { 疡 } 在 上 几乎 处 处 收 化 于 
六 , 则 对 于 任意 ->0, 存 在 FCX 日 XreE. 多 ,使 得 w( 语 站 tr)<e 且 
{在 方 作 闪 上 一 致 收敛 于 产 

(2》 如 果 py 具有 (p. 户 ,有 .z) 性 质 和 (元 在 让 上 人 鬼 几 乎 处 处 收 
令 于 六 则 对 于 任意 给 定 >0, 存 在 GCX 且 和 NE 多, 使 得 (A 有 门 
X02>p(4) 一 ey 且 { 关 ) 在 六 门 Xe 上 一 致 收 合 于 了 . 

证 明 

(1) 因为 { 声 ) 在 上 几乎 处 处 收 全 于 了, 存在 DCX 是 XsE 
多 及 PC 站 Xp) 一 0 使 得 { 疡 ) 在 部 门 克 上 处 处 收 倒 于 六 即 ! 产 } 在 
supp 丰 门 DP 上 处 处 收敛 于 六 

我 们 记 

本 一 由 z5GGD Ce < m2, 


则 
FETC ETC ,Oo 2 
央 为 { 闷 } 在 计 门 如 上 处 处 收 伍 于 了, 我 们 有 
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即 
Ux | 门 好 
因此 ， 
lim(A4 f Xb) MN xie 一 区 
这 样 ,由 产 的 上 连续 性 
Cp) limpg (AN Xe) NN Xr) = 0 
对 于 mm 这 1, 我们 一 定 可 以 找到 一 个 am 产 1 使 得 
A 开门 区 ) 站 x ) 之 二 
故 
(6) im 站 和 六) 一 0 


再 由 命题 7. 2. 4, 存 在 实数 列 6, 之 0 和 1 (后 门 克 ?有 2 ) 的 子 序列 
[Nx NX | 使 得 Yo 及 


AU Cn KD) MN xin) Er > 1 


对 于 任何 se>0, 因 为 六 员 有 (P.G.P) 性 质 ,存在 90 使 得 当 x 
(EY pF 6 时 ,有 
AE UF) < es, 
对 于 上 述 人 >0, 我 们 能 够 找到 ro 之 1 使 得 这 . 邵 困 我 们 取 
所 = UA N x5) | Xm ), 


则 中 筷 多 且 pC)<6 ,我 们 注意 AS 站 to 二 0<3, 所 以 
A(AN XD UE)<E. 
又 因为 
《再 门 加 下 一 站 站 Co CN pe ) 一 夫人 门 Xnye 站 1 
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所 以 
| 门 Xone Ram) 一 过 门 Xn 门 x 六 ET 


一 "0 十 1 “m。 
XR mm 
rp me 


现在 我 们 只 要 证 明 {7,) 在 , 门 本 :上 一 致 收敛 于 元 事实 上 ,对 于 


任意 给 定 的 < >0, 我 们 取 ia 使 得 od ,之 方 ; 则 ze NE 
就 意味 着 对 手 任 何 i22m0 十 1,x€ Em , 认 而 


xz€ NM {riplfile), 7 < 


mr 
ll 


这 就 是 说 了 当 dm 41 时 » 


十 1 


万 ( 产 (z)， (2) 到 南下 1 < 


从 而 我 们 证 明了 (7) 在 ,全 % 上 一 至 收 敏 于 

(2) 类似 可 证 . 

定义 8 2.3 设 ( 玉 ,多 ,让 是 一 个 模糊 值 模糊 测度 空间 ,EE 
FE FCFMOE), FEFME), 

(1) 如 果 对 于 任意 给 定 的 >0, 存 在 CX 日 XrE€.2 使 得 如 
(守门 X76 日 {fi 存亡 介 六 上 一 咎 收 化 于 闻 分 别 地 ,{ 记 } 在 充 门 
禾 上 一 -至 基本 的 ), 则 称 { 记 } 在 宫 下 几乎 一 致 收 合 于 并 (分别 地 ， 
(站 在 亡 上 几乎 一 致 基本 的 ); 

(2) 如 果 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 GCX 且 XE ,使 得 x 
(CE 门 央 这 pC 一 eCp( 祈 ) 关 吕 ) 且 ( 放 ) 在 Nx 上 一 禾 收 敦 于 f 


《分别 地 , {六 在 定 门 x: 上 一 至 基本 的 ), 则 称 { 六 ?在 玄 上 的 多 平 
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一 致 收 伍 于 站 (分别 地 ,{ 记 } 在 让 上 伪 几 乎 一 致 基本 的 ). 

定理 326 设 { 有 ,多 ,pj} 是 一 模糊 值 模糊 测度 宗 间 , 亡 忆 
,CFME), /EFME), 

《1) 如 果 {7.) 在 定 上 几乎 一 致 收 仑 于 (分 别 地 ,{ 疡 } 在 证 上 
儿 乎 一 致 基本 的 ), 则 {7,) 在 富 上 几乎 处 处 复 于 了 (分 别 地 ,和 7,} 在 
室 上 几乎 妈 人 处 基本 的 ); 

C2) 如 果 ( 疡 } 在 写 CpC 芝 ) 关 5%) 上 仿 几 乎 一 致 收 合 于 了 (分 别 
地 ,{ 记 ;在 关上 的 风 平 一 臻 基本 揭 ), 则 ! 头 } 在 言 上 的 几乎 处 处 收 
收 黎 于 产 分 别 地 ,{ 产 ?在 吝 上 擅 玫 平 处 处 基本 的 )， 

证 明 


《1) 设 所 喧 芝 且 Xr 二 入 及 AE 站 Xr) 过 二 ,4 二 1,2,… 并 使 


得 { 户 } 在 玄 门 戏 上 一 致 收 敏 于 7 一 1,2，… 令 下 一 门 F, 则 我 们 
wh 
AE N Xr) & pAE N Xs) < ti, 

从 而 A 玄 门 X? 一 0 下 面 我 们 证 明 { 六 } 在 善人 从 上 处 处 收敛 于 六 
事实 上 ,要 证 明 { 护 } 在 六 门 次 上 处 处 收效 于 7, 就 是 要 证 明 { 疡 } 在 
supp 玄 门 E 上 处 处 收 敏 于 产 由 于 supp 庆 门 严 一 supp 蕊 门 CN FY 
=suppEN UF.. 所 以 ,对 于 任何 wEsuppENF, 则 xzEsuppB H 
Zz€F', 则 存在 tw 之 1 使 得 ZE 下, 即 xEsuppE 介 FF ,从 价 由 以 ) 
在 包间 ,上 一 致 收 合 于 7 知 ,{ 关 } 在 supp 训 站 天 ,上 收 化 于 产 故 


(区 在 zxEsupg 庆 站 FS 上 收 化 于 元 
C2) 类似 可 证 . 
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定理 8. 2.7 设 (X,.F,p) 是 一 模糊 值 模糊 测 座 空间 , 廊 € ,2 
和 ,CFME), FE FACE), 

《1) 如 果 产 是 零 可 减 的 ,{ 瑚 } 在 直上 几乎 一 发 收 伍 于 7, 则 
{ 瑚 ;在 辫 上 的 几乎 一 致 收 笋 于 产 : 

《2) 如果 是 伪 零 可 加 的 , (7) 在 襄 上 者 几乎 一 致 收 合 于 六 ， 
则 {7。} 在 这 上 几乎 … 致 收 合 于 六 

证 明 出 定理 8. 2.5 和 定理 8.2.6 立 得 . 

推论 8.2.3 设 (X,. 多 ,是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,AE.97 且 
2A FD CFM , FE FNMA), 

《1) 如 果 产 是 零 可 加 或 零 可 减 的 ,{ 疡 ;在 直上 用 和 平 处 处 收 仇 
于 六 则 {在 广 伪 几乎 处 处 收 襄 于 /; 

《2) 如 打 pg 是 关于 序 鬼 零 可 加 的 ,!{ 天 } 在 下 二 伪 儿 平 处 处 收 
钙 于 六 , 则 {7.} 在 名 上 几乎 外 处 收 合 于 六 

证 明 ”出 定理 8. 2. 5 和 定理 8.2.7 立 得 ， 


8. 3 “ 依 测度 收 伍 ”与 “ 伪 依 测度 收敛 ” 


定义 $3.1 设 ( 人 ,多 , 中 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,和 和 
20, {FI CFMON , FE FWA), 
《1) 如 果 对 于 任意 给 定 e>0, 有 
(8) lim yt A 站 Xn ns) = 0 
及 
(8) limype( 气 门 LA renin) 一 0, 


对 于 AE (0,1]- 一 致 成 立 , 见 称 {17) 在 训 上 傅 模 糊 值 模糊 测度 收 伍 
*» 2236 » 


二 六; 
(2) 如果 对 于 任意 给 定 e>0, 有 
(8) limx(A 站 A Cx) -le) = pr (AY 


友 
CP) limyt 所 NN Xs, pe 一 [过 (本 )， 
Em #1 


对 于 XE (0,1] 一 致 成 立 , 则 称 {f.) 在 让 上 伪 依 模糊 值 模糊 测度 jx 
收 敏 于 六 

C3) 如 果 对 于 任 龟 给 定 e>0, 有 

《2) limwm 人 4 门 RannBr en Forse = 0， 

则 称 {1 在 让 上 强 依 模 糊 值 模糊 测度 py 收 钱 于 广 ; 

《4) 如 果 对 于 任意 给 定 ei~>0, 有 

(5) Lim pe A Nn Kirst, 【zy?v TD 一 (总 )， 

则 称 {) 在 人 上 强 伪 依 模 精 值 模糊 测度 w 收 敏 于 六 

A 8.3.1 设 (X,.F,g) 是 权 糊 值 模糊 测 座 空 间 , EE. 站 
CX) FCFMOAD, FEFMA), 

《1) 如 果 { 六) 在 款 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 疡 收 合 于 了 则 寺 ) 
在 六 上 依 模 糊 值 模糊 测度 产 收 化 于 产 

《2) 如 果 { 产 } 在 站 上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 六 收 伍 于 六 由 
{ 坊 在 半 上 擅 依 模糊 值 神 糊 测度 x 收 敏 于 广 

证 明 类似 命题 4. 2. 2. 

命题 8.3.2 设 ( 久 ,.F,p) 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,AAE.w， 
(fF TFWMOA, FE FNMA), 

(1) 如 果 产 是 下 自 连续 的 ,{ 疡 ;在 直上 依 模 灶 值 卉 糊 测 度 5 分 
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别 地 , 强 依 模 糊 值 模糊 测度 )z 政 误 于 产 则 1 天 ;在 让 上 的 依 模糊 
值 模糊 测度 (分 别 地 , 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 )yr 收敛 于 户 

(2) 如 果 jy 是 美 于 CA(4y 关 co) 人 雪上 自 连 续 的 ,! 六)} 在 吉 上 
伪 依 模糊 值 模糊 测度 :分 别 地 , 晤 为 依 模 糊 值 模糊 测度 x 收 信 于 
六, 则 :所 在 7 上 依 模糊 倩 模 湖 测度 (分 别 地 , 强 依 模糊 值 模 粕 测 
度 )y 收 合 于 六 

证 明 显然 

定理 8.3.1 设 (X, 久 ,pp) 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,六 AE .3 ， 
{CFMA), FE FWA), 

(1) 如 江 {} 在 记 上 几乎 - - 致 收 合 于 7, 则 { 雇 } 在 万 上 强 依 
模糊 值 模糊 测度 & 收 仑 于 广 ; 

《2) 如 果 { 雇 } 人 在 廊 上 伪 儿 平一 致 收 人 第 于 7, 则 他 ;在 外 上 强 
伪 依 模糊 值 模糊 测度 “收敛 于 六 

证 明 

51) 如果 {J 在 记 . 上 几乎 一 致 收 雍 于 了 , 则 对 上 任意 给 定 es 
0 和 56>0, 存 在 FCX 日 后 多 使 得 jt3 站 KE)<6, 晶 {fj,} 在 序 
作对 上 一 致 收 钱 于 了 ,所 以 ,对 上 述 e>>0, 存 在 N>0, 当 nn 之 NN 时 ， 
对 于 任何 GEsupp 放 门 严 一 致 成 立 

六 (zz < 二 
以 而 suppA 站 CC{rep(f, (Cz), Fr))<e), 夏 
(xp Cr Cr Ee} TC (suppAY: UF. 

即 当 a 之 N 时 ， 


光子 ts 一 Kesuppay GF 
从 前 
“338 。 


所 门 KiniF nFonxel 全 A [Xessr 
下 曾 我 们 证 明 所 们 Xcwayur 一 气门 Xe. 事实 上 ,因为 记 门 
Xe 一 局 所 以 ， 有 A 站 Xoway Ur 二 总 人 Xr. 故 
(总 NN Xin tn, Foe) < (总 门 如 <. 


邯 { 坟 ) 在 喜 上 强 依 模 糊 值 模糊 测 喜 “ 收 敏 于 六 
(2) 如 果 { 坊 } 在 直上 全 几乎 一 笃 收 仇 于 产 则 对 于 任意 给 定 * 
>0 和 5>0, 存 在 GCX 月 XeE 久 ,使 得 CANnXe) 守 p24) 一 8, 卫 
{ 疡 } 在 六 站 Xe 上 一 致 收 合 于 站 所 以 ,对 上 述 e 汪 0, 存 在 N20, 当 妈 
这 NN 时 ;对 于 任何 xEsurp 训 站 6 一 教 成 立 
PFCzy Fr Le. 
从 而 supp 让 门 GC {zip (ry rr)<e) 故 
站 NN KoppANs 福生 Nn isi nT te) C2. 
下 面 我 们 要 证 明 
访 全 Xe CC 筷 门 光 suppamiG。 
事实 上 ,因为 CXox: 所 以 
| 门 XuppaANne 一 态 门 炎 pp 本 所 Xe 一 El 门 Re. 


从 而 
CA — eA NX) 
所 A NN Ni en Fc) A ACID)， 


改 ( 访 ;在 就 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 产 收 伍 于 地 
定义 8.3.2 设 (X, 多 ,是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,和 GE 到 
CXY), FETEFMAY, 
(C1) 如 果 对 于 任意 给 定 e 守 0, 有 
CO lim pl 全 LI nm? 0 


Wo 
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及 
《5) lim pk NN Krt n+ cai = 0， 


反 pe 


对 于 AGE (0,1] 一 致 成 立 , 则 称 { 声 } 在 和 上 依 模 糊 值 模糊 测度 py 基 
本 的 ; 
(2) 如 果 对 于 任意 给 定 se>>0, 有 
CP) lim pA 人 Ka fe Ded) — px (A) 


M— 


及 
Cp) lim pC 有 有 站 Kz Cr wilen) 一 fo CA), 


Mei 


对 于 4E (0,1] 一 致 成 立 , 则 称 { 疡 ;在 衣 上 伪 依 模糊 值 模糊 测度 x 
基本 的 ; 
3》 如果 对 于 任意 给 定 s>>0, 有 
(5) lim x Nl Xi FT ey) 一 0， 


Mr 


则 称 { 坟 ?在 直上 强 依 模糊 值 模糊 测度 p 基本 的 ; 
(4) 如 果 对 于 任意 给 定 se>0, 有 
CD) iim (入 门 KazFeos7eo<a) 一 A(A), 


Ro 


则 称 { 六 } 在 部 上 强 的 依 模糊 值 模糊 测度 wk 基本 的 . 

命题 8.3.3 设 (KX,.2,p} 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,AE. 和 3 
CRY, {FICEFMCAY, 

(1 如果: 六 ) 在 阅 上 强 依 模 精 值 模糊 测度 上 基本 的 , 则 { 六 } 
在 关上 依 模 糊 值 模糊 测度 w 基本 的 ; 

(2) 如 果 { 六 ;在 亏 上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 x 基本 的 ,到 


{ 记 } 在 广 上 伪 依 模糊 值 模糊 测度 上 基本 的 . 
证 明 ”类 似 命 题 4. 2.2， 
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命题 8.3.4 设 (X, 久 3 ,pj) 是 模糊 和 什 模 糊 测 度 空 旭 .有 AE 六 ， 
{FCEFMA), 

(1) 如 果 产 基 下 自 连续 的 ,1 六 /在 训 上 依 模 糊 值 模糊 测度 (分 
别 地 , 强 依 模 灶 值 模糊 测度 )w 基本 的 , 则 {f,} 在 外 上 依 模 糊 值 模 
糊 测 度 ( 分 别 地 , 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 yw 基本 的 ; 

(2) 如 果 上 是 关于 CutH) 关 吕 2) 伪 上 自 连续 的 ,{ 声 } 在 如 上 
伪 依 模糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 蝇 坎 依 模 炎 值 模糊 测度 )y 基本 的 ， 
由 { 凑 } 在 让 上 依 模 糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 强 依 模糊 值 模糊 测度 ) 
二 基本 的 . 

证 明 显然 . 

定理 8.3.2 设 ( 玉 ,. 宛 ,py) 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,AE ,> ， 
(fC FHA), 

C1) 如 时 {7 在 万 上 几乎 一 致 基 本 的 , 则 (7%) 在 广 上 强 依 模 
精 值 模糊 测度 & 基本 的 ; 

(2) 如 果 {,) 在 误工 伪 几 平 -: 致 基本 的 , 则 !( 六 ) 在 元 上 强 仿 
依 模糊 值 模 糊 测 度 “基本 的 . 

证 明 ”类 似 定 理 8. 3. 2. 
AD) ,gjERFWMCA), 如 果 p4 具 有 tp.g. 轧 ) 人 性质 , 则 

(1 如果 { 产 ;在 半 于 强 依 模糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 依 模 糊 值 
模糊 测度 }y 收 化 于 也 则 {了} 在 万 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 (分 别 
地 , 依 模 崩 值 模糊 测度 Jr 基本 的 ，; 

(2) 如 果 { 声 } 在 六 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 (分 曾 地 , 依 模 糊 值 
模糊 测度 )g 收 化 于 了 和 各 ; 则 了 二 8 在 记 上 儿 乎 处 处 成 立 ; 
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(3) 如 果 {,} 在 序 上 强 依 模 糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 依 模 糊 值 
模糊 测度 yz 收 侣 于 了 , {1 在 所 上 强 依 模糊 值 模 精 测 度 (分 别 地， 
依 模 糊 值 模糊 测度 ) gp 收 误 于 E, 则 对 于 任何 实数 之 0 和 宇 0. 
{a 户 十 B58.} 在 六 上 强 依 模 糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 依 模 糊 信 和 模糊 
测度 )u 收 伍 于 a 十 用 . 

证 明 

(1) 因为 上 具有 (bp. g. 户 ) 性 质 , 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 s>0， 
存在 >0, 使 得 当 gt} VY jy 六)<6 时 ,有 CBUF)<e. 对 于 上 述 
6>0, 内 为 { 记 } 在 育 上 强 依 模 糊 值 借 糊 测度 p 收 伍 于 六 所 以 在 在 
N00, 当 np 时 ,有 

AL 可 Nn Kam ca Fos) 一 


及 
KC 总 人 Ks en Yeey) 二 

我 们 取 E=ANY, .Fe 'F=AN Ris cn, fer ser 则 (EE) 
YACE)<S, 再 由 站 的 单调 性 及 py 具有 (p.g. 思 ) 性 质 ,我 们 有 

A 闪闪 区 本 了 7 Coca 

< A NN 区 ra 00, Fe ) U (A NN Xcar True ) 

~ plE UF)< Ee. 
即 { 志 } 在 让 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 “基本 的 ， 

(2) 因为 对 于 任意 给 定 se>0， 

下 站 Kini nme CA N a 
Ua 全 Kap Ti). | 

及 py 具有 Lp, g. 户 ) 性 质 ,对 于 任意 给 定 2 >0 存在 8>0 使 得 当 产 


CE YF)<B 时 ,EUF)<e ,由 于 17,}) 在 和 上 强 依 模 糊 值 筑 
* B42 


糊 测 度 产 收敛 于 7 和 吾 , 所 以 ,对 上 述 5>>0, 存 在 入 >0;, 当 mw 之 时 
pA MN Ki ew Farr) TE 
及 
A 有 站 Xn < 6. 
我 们 取 E=ANK. a ,Foe ， 
F=ANX ,acsans) 
则 p(BE) VY pCF)<6. 骨 由 x 的 单调 性 及 的 (p. .记性 质 ,我 们 
有 
KA Vin yen .En 
SAAN en 
UAN Xp cn jes$) 7) 
=pE UF) e 
四 由 的 任意 性 知 
AAN Xoosorrn) = 0. 
从 而 根据 的 下 连续 性 
0 Sul A MN Kiger cnc) 


pA N Ux enimret)}) 
= (Pp) limye( 扣 NM Xrn .inl}) 一 
故 
aA NN Kini etye0? 一 0， 


即 大 一 部 在 直上 几乎 处 让 成立， 
(3) 由 于 对 于 任意 给 定 的 s>>0,a>0,82>0， 


{ripla fr) 十 肪 ,za 天 tr 十 肪 (0) Ye) 
这 {#150 ,了 Ce 所 支 | 
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U [zcm :大 ()) 的 |) 
所 以 
A Ng et Te ! se 
CAN Xr FnetE} 
UAN Xi} 
国 为 其 有 (p.g. 户 ) 性 质 ,对 十 尾 意 给 定 >0, 存 在 >0 使 得 当 
EYYV pF)<H 时 ,pA(EUF)<e .由 于 {7) 在 廊 上 强 依 模 糊 值 


模糊 测度 pg 收 雍 于 了 和 { 训 ,} 在 针 上 强 依 术 糊 秆 模糊 测度 产 收 效 - 于 
喜 ; 所 以 ,对 于 上 述 六 0, 存 在 N>0, 当 大 N 时 成 立 


A{ 们 门 Xp cs !) 二 9 


和 
-站 Xn 二 
我 们 取 产 一 广 门 En 
产 = 有 A 人 门 Ki 
网 gCEY YN pF)<6, 得 由 的 单调 性 及 的 ip, g.) 性 质 ,我 们 
有 


A 站 Kiricay ar) 1 3 1 Er 


SS CC 和 A 站 Xl nan U | 站 人 )) 
— ELUF)<e 
套 {a 记 十 BB: 在 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 产 收效 于 a 广 + 
定理 8.3.4 设 ( 代 ,多 ,是 模糊 值 寞 糊 测 度 空 慰 ,让 忆 ,和 日 
有 (六 户 &. 加 性 质 ,出 
-3344 ， 


(如果 (7 刀 ) 在 站 上 强 雪 依 寞 糊 值 模糊 测度 (分 别 班 , 均 依 模 
糊 值 模糊 测度 ) yz 收 合 于 7, 则 { 户 ) 在 让 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 
(分 别 地 , 伪 依 寞 糊 值 模糊 测度 yx 基本 的 ; 

(2) 如 果 { 记 :在 廊 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 伪 依 模 
糊 值 模糊 测度 }y 收 襄 于 和 8, 则 /一 在 万 上 伪 几 乎 处 处 成 立 ; 

(3) 如 果 { 产 ;和合 .) 在 有 上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 (分 别 地 ， 
伪 依 模糊 值 模糊 测度 }yx 收敛 于 7 和 g, 则 对 于 任何 实数 *>>0 和 8 
>9,ta 六 十 古 ,} 在 施 强 擅 依 模糊 值 模糊 测度 (分 别 地 , 伪 依 模糊 
值 模糊 测度 )y 收 黎 于 < 十 Pz. 

证 明 

(1) 因为 对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 >0 

tnD Fn)) < Dz,(7) ,7 0)) < 5 


Nn (zB),7 (2)) < 3 
所 坟 
AN Kina, ep SA MN X(T )) 
站 < 本 站 Xi Tt }): 
又 由 于 { 疡 ) 在 访 上 强 伪 家 模糊 值 模糊 测度 4 收 化 于 了 ,所 以 存在 
ap, 当 mo 时 ， 
HA 站 sp oT ey) > HA) 一 人 


从 而 由 的 单调 性 此 定理 7. 3.8(1) 我 们 有 
rtA) AN 


| 之 A{A) 二 
即 
(0) lim 所 让 站 Xian js) = pAY, 


四 pr 
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也 就 是 说 ,{ 户 } 在 立 上 是 强 仿 依 模糊 值 模糊 测度 py 基本 的 . 
《2) 因为 对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 80， 


{zp (Cr) Br)) < e) {x3B07,2),7 (2)) < 地 | 


N [ec ET) < 3F|， 
所 以 
LN Xaioyn HAN by 
Nn XT nk} ): 
又 由 于 { 户 ) 在 让 上 强 的 依 模 糊 值 模糊 测度 ” 收敛 于 7 和 有 ,所 以 存 
在 wo 字 1, 当 nn 守 no 
| pA NN Kacyeneun) > LH) 一 全 
及 
FA 六 站 Kn nj) > CA) 一 全， 
从 而 由 pg 的 单调 性 和 定理 7. 3.8(1) ,我 们 有 
AH EAN rsoven) SSAA), 
即 
LA MN Yosser ionven) — HAY. 
青 根 据 A 的 上 连续 性 ， 
HA NN Kaci 一 克 人 站 人 站 Xcar 
二 (0 AKC MN X49 aes}) 
=pn(AY. 
即 f=# 在 序 上 伪 几 乎 处 处 成 立 ， 
(3) 对 于 任意 给 定 的 se-0,a>0y, 8>0, 由 于 


{rola fr)t Ba rj a (zx) + PELr)) < e} 
"3 » 


Dry, Ce), C0)) 一 下 | 


~ ~ 加 
N (rsp (Er 0)) < 闸 | 


所 以 


所 NX i nt 
Dd 个 pcp} 2 
站 (页 站 Xfi) 
又 由 于 { 记 ) 在 上 强 伪 依 模糊 值 模 糊 测 度 六 收敛 于 7 和 人 ,在 六 
上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 j: 收 全 于 &, 所 以 存在 85>>0; 及 no 宇 1， 
当 nn 实 no 时 
到 站 X {snes > A(A)— 
及 
A Nn pi > PC) 一 9， 

从 而 由 “的 单调 性 和 定理 7. 3.8(C1) ,我 们 有 

L(A) A Nn ee) HACA)， 
故 

Cp) im 人 本 门 兴 1zraaT e+ Rr et) i 也 Gy 一 HA) 

即 ta 产 十 8g,} 在 立 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 产 收 伍 于 ae 7 有. 

定理 8.3.5 (Riesz 定理 ) 设 ( 芝 ,. 多 ,pp) 是 模糊 值 模糊 测度 空 
间 ,AE.F, {7 CFNWCA), FE FM), 

(1) 如 果 产 具有 (Sa4) 性 质 ,{ 六 ;在 直上 强 依 寞 糊 值 模糊 测度 
产 收 敏 于 广 , 则 存在 { 广 } 的 子 序列 { 廊 } 使 得 (六 } 在 直上 几乎 处 处 
收 化 于 六; 

(2) 如 果 具有 CSB) 性质,( 户 } 在 让 上 强 依 模糊 值 模 糊 测 度 
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# 收 化 于 六 , 则 存在 {7.} 的 子 序列 {天 } 使 得 (六 } 在 站 上 伪 几 平 处 
处 收 襄 于 六; 

(3) 如 果 具有 CPSA) 性 质 , {六 ;在 C4 人 DD) 隆史) 上 强 伪 依 
模糊 值 模 糊 济 度 & 收 仿 于 7, 则 存在 { 产 } 的 子 序 列 ! 声 } 使 得 { 产 } 
在 训 王 几乎 处 处 收 伍 于 六 

(4) 如 果 产 具有 CPSB) 人 性质 .! 关 } 在 二 Ca(2D 天 局 ) 上 强 伪 依 
模糊 值 模糊 测度 x 收 化 于 了 , 则 存在 {7,} 的 子 序列 (7, } 使 得 {7 ) 
存折 上 侈 几乎 处 处 收 仇 于 六 

证 明 

(1) 因为 { 疡 } 在 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 “ 收 笋 于 了 ,所 以 ， 
.对 于 尾 何 二 1,2、…- ,存在 ni 使 得 

A NN iss en Tx) 拼 1/8. 
不 失 一 般 性 ,我 们 假定 x . , 宇 ns; 二 1,2,…, 如 果 我 们 记 


E = NxspCF, Cz), (7) 


则 
(C2) limxtA NN Xs} = 0. 

因为 py 具有 (3.4) 性 质 , 存 在 iB} 的 子 序列 iE } 使 得 
AN UANKs, = 0. 

即 


下 面 我 们 证 明 {7。 在 ds 上 处 处 收 敏 于 六 事实 F 、 


对 于 任何 2 和信 UE ,存在 j(z) 之 1, 使 得 z& 避 E。 从 而 对 
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任何 i22>jCx) ,这 意 到 即 
POF, Cr) sf (0)) 1k, 


此 ,对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 io 全 1 使 得 1 有 二 se 日 当 证 V 
jx) 时 


| 


BOF, OF LUBE <e. 


换 句 话说 ,=E {x (x 一 /Cz) . 攻 


和 站 Xe TSXHYs, CX 
i i— i 


CE Cr Fr, 
这 样 我 们 就 证 明了 41} 的 子 序列 {/,) 在 训 下 几乎 处 处 收 全 了 / 


(2) 因为 {7,} 在 妈 上 强 依 模 糊 值 模糊 测度 py 收 但 于 站 ,由 (1) 
的 证 明 可 知 
CP) limp(A NN Xs) = 0, 


其 中 瑟 一 {zp (Cz), 了 (zDD) 世 178), 由 于 产 具 有 (SB) 狂 质 , 存 
在 {E} 的 子 序列 {EE,! 使 得 


2 HNN Uxs,)) = pC), 
即 
(AN XH Ur) = xt). 
吾 由 (1) 的 证 明 可 知 { 了 ,} 的 子 序列 {了 ) 在 MXR 5 上 处 处 收敛 
于 六 即 人 7 } 在 部 上 的 几 平 处 处 收 敏 于 记 


(3) 因为 { 卢 }) 在 寺 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 x 收 人 证 于 六 所 
以 ;对 于 任何 上 二 1,?,… ,存在 mil1 使 得 


~ 1 
i 门 Xe ene ethy) > A) 一 克 * 
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不 失 … 般 忻 ,我 们 假定 aa 全 于 =1,2，… 如果 我 们 记 
Bp) 一 去 
则 
CO limg(A MN Ks) 一 AD). 
因为 记 具 有 (PS 4) 性质, 存在 {E+ 的 子 序 到 {5 } 使 得 
x4 Nn CU Nz, 7) 一 人 0， 
即 
2AN XY Fm) = 0. 


3 一 1=r 机 


下 面 我 们 证 明 { 瑟 ,} 在 站 XX 上 处 处 妆 钱 于 了 事实 上 ,对 于 


任何 xz€ UE 存在 jCz) 之 1, 使 得 x€ 门 E; ,从 而 对 于 任何 
i TE Fr ;ET 

Bef, (7) (nD) < 
着 此 ,对 于 任意 给 定 的 e>>0, 存 在 记 守 1 使 得 1/k <e1 目 当 过 i VY 


jr 时 


1 i 
pa, (Az), (7)) 所 启 所 SE 
换 句 话说 ,ze (x; CD > 了 (zr)}), 故 


4 Nn Xo Rg 和 一 XU 下 (一 区 (7 


7 nt 
i 


这 样 ,我 们 就 证 明了 { 记 的 子 序列 { 疡 } 在 直上 几乎 处 处 收 和 分 于 


nl 


(4) 因为 {所 } 在 站 上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 x 收 北 于 子 .由 
(3) 的 证 明 可 知 
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《P) limp(A NN Xa) = pCA), 
其 中 到 ;= 20。 Co,7CcD)< 直 上 由 于 4 具有 CPSB) 性 质 , 穿 
在 {Ei} 的 子 序列 {1} 使 得 
cn CU Nxs, Y= KA), 
即 
tA Nn XY) 一 ptAY. 
再 由 (3) 的 证 明 可 知 他 .} 的 子 序列 (7) 在 所 人 XO Fs 上 处 处 收敛 
于 六; 即 {7, } 在 直上 的 几乎 处 处 收敛 于 六 
定理 8.3.6 《Lebesgue 定理 ) 设 (X ,多 ,所 是 模糊 值 模糊 
测度 空间 ,EF ,CEMCOA) ,FE FMOA), 
(1) 如 果 所 四 天 吕 ,( 声 ) 在 让 上 下 乎 处 处 收 伍 于 克 , 则 { 关 在 
计 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 产 收 化 于 六 
(2) 如 果 { 天 } 在 地上 侨 几 乎 处 处 收 敏 于 六 则 (六 在 吉 上 强 
伪 依 模糊 值 模糊 测度 z 收 策 于 六 
(3) 如果 4 是 零 可 减 的 , (7 了.) 在 记 上 几乎 处 处 收 全 于 7, 则 
{7 在 和 上 强 伪 依 模糊 值 模 灿 测 度 py 收 化 于 /， 
《4) 如 果 是 关于 六 Cy) 关 世 ) 伪 零 可 加 的 ,1f,) 在 让 上 伪 


几乎 处 处 收 仑 于 六 , 则 条 .} 在 六 上 强 依 模 糊 值 各 糊 测 度 4 收 裔 于 
7 


证 明 
(1) 根据 模 炳 数 序 列 { 疡 Cc)} 收 化 于 {了 Cz)) 的 定义 ,六 x) 


不 收 全 于 了 (zx) 的 充分 必要 条 忻 是 ,存在 : 半 0, 使 得 对 于 x 的 无 穷 
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客 个 值 有 zER(e) 一 1ri5( 季 (rrses), 换 问 话说 ,如 果 万 


是 使 得 { 产 (Cz)i 不 收 敏 于 产 z) 的 点 工 所 成 的 集合 , 则 
DD 一 U lim SUD, 此 CE )， 


因此 ,由 { 雹 } 在 训 上 肌 乎 处 处 收敛 于 地 ,我 们 可 以 推出 
“(4 NN Xp) 一 0. 
另 一 方面 ,出 于 & 的 连续 性 及 单调 性 ， 
0 一 (起 门 天， sb Et) 一 HA 机 Nn x 1 wc) 


一 (CO) lima(A MN Xo a.60) 
CP) lim 站 Xe) 0. 
大 而 
Cp) imp MN Xsan Toys) 一 0， 
即 {f: 在 万 上 强 依 模糊 入 模糊 测度 w 收敛 于 大 
(2) 因为 { 声 } 在 言 上 伪 几 乎 处 处 收 全 于 了 ,存在 DCX 生 x 


E37 使 得 pA 仆 Xp) 二 jCA) 且 {8} 在 六 门 X66 上 处 处 收 合 于 产 从 
而 


ANxs CX, 


其 中 = {zr; fCx)-* 了 (zx)). 对 于 尾 意 给 定 的 二 0,xEE, 存 在 N 
《zz0D 使 得 当 六 NGCz? 时 ， 


POF CT (Cr)) < 


我 们 记 
E, 二 站 (xpi(T) sf Cr) < e), 
到 EiCEC…, 从而 tim (五 门 五 .一 五 , 艳 
lm CAN Xonane? = UAN Ko) 站 Cene 7) 
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=AN xo NN Xe 
=A NM xy,. 
将 因为 
让 站 Xonzns 守 六 站 Xs 己 衣 ， 
所 以 ,由 的 连续 性 及 单调 性 ， 
H(A) SP) limplA MY Xs) 
之 (OP limplA MN Xonans,) 
=p(A MN Ko) = plA). 
故 
(8) limpt A 站 Kp cy Fay) = pA), 


即 {} 在 娘 上 强 坟 依 模糊 值 模糊 测度 产 收敛 于 地 

C3) 和 (4) 分 别 由 (1) 却 2) 利用 推论 8. 2. 3 立 得 . 

推论 8.3.1 设 tX,. 多 ,x 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,AE .名 .yx 
(A EPMA FE FN A), 

(1) 如 果 4 是 零 可 趣 的 ,{ 疡 } 在 万 上 几乎 处 处 收 敦 于 亡 , 则 一 
定 存在 AEFWCA) ,使 得 六 二 六 在 让 上 几乎 处 处 成 立 , 并 且 { 议 } 在 
让 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 gy 收 伍 于 .六 

(2) 如 果 严 是 次 于 部 的 零 可 加 , 产 ) 在 襄 上 护 上 几乎 处 处 改 敏 
于 万 , 则 一 定 存在 FE FYCA) ,使 得 产 一 大 在 站 上 擅 几 平 处 处 成 立 ， 
并 且 { 玉 } 在 关上 强 俩 依 模糊 值 模糊 测度 x 收敛 于 7 

(3) 如 果 闫 是 零 可 减 和 关于 放 伪 零 可 加 的 ,1 产 } 在 误 上 几乎 
处 处 收敛 于 名 , 则 一 定 存 在 AE FC) ,使 得 子玉 在 亢 上 仿 几 乎 
处 处 成 立 , 并 且 { 疡 } 在 垃 上 强 鬼 依 模糊 值 模糊 测度 上 收敛 于 户 

(4) 如 果 疡 是 零 可 加 的 和 关于 伪 零 可 加 的 ,{ 声 } 在 扩 上 伤 
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几乎 处 处 收 敏 于 天 ， 则 . - 定 在 在 AE FMCA) ,使 得 1 一 六 在 抑 上 儿 
平 处 处 成 立 , 并 且 {7} 在 77 上 强 依 模糊 值 模 糊 测 度 x 收 黎 于 大 

证 明 

(1) 根据 假设 ,由 定理 8.2.3 知 ,一 定 存在 /EFM(A) ,使 得 
一 记 在 访 圭 几乎 处 处 成 立 ,并 且 { 疡 }) 在 让 上 几乎 处 处 收 伊 于 F, 再 
由 定理 8. 3. 5(1) 知 { 户 } 在 双 上 强 依 模糊 人 入 模糊 测度 x 收敛 于 产 

(2) 由 定理 8.2.4 及 定理 ， 8- 3.6(2) 类 似 人 1) 可 证 . 

(3),(4) 可 以 利用 命题 8. 2. 1 分 别 由 (2) 和 (1) 得 证 ， 

定理 8.3.7 设 (X, 多 ,是 模 灶 人 入 六 度 空间 ,A( 到 7) 
A' AE BAAD FICEMOD, FEFMA) ,NN 

G) 如 果 产 具有 (S4) 性 质 , 则 { 六 :在 部 上 强 依 模糊 值 模 糊 测 
度 产 收 敏 于 7 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 ! 扼 } 的 任 一 子 序列 ! 忆 都 
可 以 其 中 再 找到 一 个 子 序列 { 疡 , } 在 直上 几乎 处 处 收敛 于 方 

(2) 如 林产 是 关于 站 入 零 可 加 的 和 具有 (3S 吾 ) 性 质 , 则 { 产 /在 
亏 土 强 依 模糊 值 模糊 测度 收敛 于 7 的 充分 必要 条 件 是 , {5} 的 
任 -- 子 序列 {7,) 都 可 以 从 中 找到 一 个 子 序 列 {7,, } 在 所 上 伪 几 乎 
处 处 政 敏 于 六 

(3)》 如 果 产 是 零 可 减 且 具有 (PS4) 性 质 , 则 ! J } 在 二 上 强 仿 
依 模 糊 值 模糊 测度 x 收 化 于 /的 充分 必要 条 件 是 ,{ 亡 } 的 任 一 子 

序列 { 疡 } 都 可 以 从 中 找到 一 个 子 序列 ! (六 ) 在 序 上 几乎 处 处 收敛 

于 .六 

(4) 如 果 产 具有 (PSB) 性 质 , 则 { 六 } 在 立 上 强 伪 依 模糊 值 模 
糊 测 度 产 收 伍 于 /的 充分 必要 条 件 是 ,{ 六 } 的 任 一 子 序 列 { 疡 } 都 
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可 以 从 中 找到 -个 子 序列 { 六 在 让 上 伪 几 乎 处 处 收敛 于 广 

证 明 

(1) 必要 性 . 如果 {J.} 在 直上 强 依 模糊 值 模糊 测度 y 收 敏 于 
了 , 则 17.) 的 尾 何 子 序 列 () 在 也 上 强 依 粮 入 模糊 测度 “政策 
本 站 对 (7) 和 /应 用 定理 8.3.5(1), 一 定 存在 子 序列 {/,, ?在 可 
上 几乎 处 处 收 伍 于 六 . 

先 分 性 . 设 17} 的 任何 子 序列 { 记 ,} 都 有 子 序 列 (7 ) 在 上 
几乎 处 处 欢 伍 于 产 如 果 { 元 } 在 亏 上 不 强 依 模糊 什 模 糊 测 度 x 收 


笋 于 7, 则 存在 名 0, 使 得 {A Xa Tye ) } 下 收敛 于 零 + 
因此 


CP) Tima A NN Kiss FE 了 《3 7tenxe > 0, 
再 由 命题 2.4. 1, 存 在 { 六 } 的 子 序列 { 广 使 得 
(Pp) limx( 气 NN Xa ep 1 
= C8) Tim NN Xp Fry) > 0: 
这 样 ,{ 记 } 中 不 可 能 存在 在 站 上 几乎 处 处 收敛 于 7 的 子 序列 . 事实 
工 , 如 果 有 子 序 列 {,) 在 让 上 几乎 处 处 收 铺 于 六 , 则 根据 定理 
8. 3.6(1),， 
CP) mw NN ize, Pe 二 0., 
产生 矛盾 ! 从 而 证 皮 了 充分 性 . 
(2) 必要 性 . 如果 { 刻 ) 在 刀 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 收敛 于 
了 ,网 { 疡 ) 的 任何 子 序列 17 在 扩 上 强 依 模 糊 值 模糊 测度 y 收敛 
于 了 ,对 于 {了 ,,) 和 和 了 应 用 定理 8. 3.5(2) ,一 定 存在 子 岸 列 { 廊 ) 在 下 
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上 和 伪 几 乎 处 处 收 化 于 六 
充分 性 . 没 { 疡 } 的 任何 子 序列 {7%} 都 有 子 序列 (所) 在 下 
伪 几 平 处 处 收 化 于 了 ,如 果 { 疡 ;在 上 不 强 依 模糊 秆 模糊 测度 六 
收 剑 于 六 ， 则 在 在 #,>0, 使 得 {2 六 站 Ki) ,Tone ) } 不 收敛 于 
(2) limytA 门 King nr Tey ) > 0， 
再 出 命题 2. 4. 1 知 ,存在 {7} 的 子 序 列 {六 ,} 使 得 
Cp) limyek4 NN Mice 7copsay ) 


一 《5) TimyecA 人 EA | > 0， 


这 样 ,1,) 中 不 可 能 存在 在 亢 上 伪 几 乎 处 处 收 化 于 7 鸭子 序列 , 赂 
实 上 ,如 果 有 { 刀 的 子 序列 {A } 在 让 上 伪 几 平 处 处 收 仇 -下 字 , 根 
据 定 理 8. 3. 6(4)， | 
GD) limp(A NN Xp eon) = 0 
产生 矛盾 ! 从 而 证 明了 充分 性 . 
(3) 必要 性 . 类 伺 于 (1) 的 必要 性 证 明 . 
充分 性. 设 { 疡 ?的 任何 子 序 列 { 亏 } 都 有 子 序 列 { 记 在 部 上 


几乎 处 处 收 伍 于 产 如 果 { 记 ) 在 亢 上 不 强 伪 依 模糊 值 模 糊 测 度 / 
收 合十 产 则 存在 & 守 0, 使 得 [ac4m caooTco<abD 不 收效 开 
nCAY. 四 此 ， 
(2) limx( A 出 | Kap Tr Ye)e,!) 二 uA), 
再 由 命题 2. 4. 1, 存 在 { 卢 } 的 子 序列 { 六 } 使 得 
CP) Him 人 站 Kriscy, cn Ft!) 
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= (O) limee( A 门 Kp, ,7 tn ear) < CA). 
这 样 ,{ 疡 } 中 不 可 能 存在 在 吉 上 几乎 处 处 收敛 于 7 的 子 序列 .事实 
上 ,如 果 有 子 序列 { 疡 , } 在 广 上 几乎 处 处 收 敏 于 六 , 则 根据 定理 
8. 3.643)7， 

(57 limw(4 站 Kip nF 一 KA), 


产生 了 矛盾 ! 从 而 证 由 充分 性 , 

(4) 必要 性 . 类 似 干 61) 的 必要 性 证 明 、 

完 分 性 . 设 (六 } 的 任何 子 序列 { 产 } 都 有 子 序 列 ![ 记 在 广 上 
伪 几 平 处 处 收敛 于 六 如 果 {7 在 地上 不 强 协 依 模糊 值 模糊 测度 “ 
上 收 鳅 于 站， 则 存在 s>0, 使 得 {2( 矶 NN KT Ten).) | 不 路 人 鳅 于 

(7) lm 让 NN Kas ey Toye ) = (A). 
再 出 命题 2.4. 1, 存 在 {7.} 的 子 序列 {5,} 使 得 
C7) limye( 存 站 Kena. ee 


血 
外 


一 (5) Jin 人 NN A 大 £4). 
这 样 ,{ 坟 ,} 中 不 可 能 存在 在 直上 的 几乎 处 处 收 敏 于 7 的 子 序列 . 事 
实 上 , 尔 果 有 子 序列 {7。} 在 亏 上 伪 几 乎 处 处 收 敏 于 7, 则 根据 定 
理 8.3.6(2) 

(5) limp( A N ap en epee,t) = pA(A), 


产生 矛盾 ! 从 而 证 明 充 分 性 . 
定理 8.3.8 设 (X,. 宛 ,wu) 蚌 模糊 值 模糊 测度 证 间 , 记 E. 风 且 
2DFED TITCEMAI EITE A ,rEX MM 
(1) 如 果 ~ 具有 (pg, 2p) 性 质 ,{ 疡 } 在 匀 上 是 强 依 檬 糊 值 模 
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糊 测 度 wz 基本 的 , 则 存在 7E Fi(3D 及 1 无 } 的 子 序 列 ( 六 使 得 
{了 f..) 在 多 上 是 强 依 模糊 值 模 类 测度 4 收 伍 于 闻 ， 

(2) 如 果 产 具有 (2. p. 8. 记 ) 性 质 , {在 页 是 强 均 依 模 炎 值 
模糊 测度 wz 基本 的 , 则 存在 AEF 肖 (44) 及 17,) 的 子 序 俐 (7 ) ,使 
得 (六 } 在 亏 上 是 强 伪 依 模糊 值 模 糊 测 度 z 收 敏 于 人 

证 明 

(1) 因为 :具有 (p. g. 思 ) 性 质 ,对 于 e== 志 ,存在 小 E (0, 广 ) 
使 得 当 ptE》V pC(F)<6, 时 ， 


EU Fy < 壮 ， 


对 于 上 述 六 >>0, 存 在 Dee (0.6, 人 充 ) 使 得 当 pn(E)V AR 一 让 
时 ， 
At 将 局 F) < 
此 存在 局 关 1 司 得 当 之 n; 时， 
A 有 门 iT, en}) < 
我 们 取 >> ,由 {所 ) 在 A 上 是 强 依 模 精 值 模糊 测度 基本 的 , 则 当 
A 时 ， 
HA 门 XT } ) = 0,, 
因此 ,我 们 有 
(人 门 x 和 } [0 和 } 2 
= pA 站 X (as, x}? U4 Nn {a 7) 二 


1 
< 


对 于 上 述 加 >>0, 存 在 5E C0,6, A 去) 使 得 当 px(E)V pF) 二 5, 时 
.358 - 


HE U F) < 6,. 
我 们 取 n>>ns， 再 由 { 记 } 在 让 上 是 强 依 模糊 值 模糊 测度 pz 基本 的 ， 
当 n 守 ns 时 ， 
A(AN X {Ts} < 9. 

因此 
PCD 站 ee Yu 人 ee 二 } } 
=p((ANY {站 | UCANYX {ep 7 } 7 
< 
及 

ge 总 请 a } [0] 上 ) < 计 . 
我 们 重复 上 述 过 程 ,我 们 能 够 得 到 了 及 
Brn<6<6s1 人 去 以 二 1,2,…, 使 得 对 于 任何 + 之 1， 
(AN KE {pc Tx) ) 1 23 1). 
如 果 我 们 记 


B= (zs, C7) ,FC7)) X 


ot 时 
a 
五 ， 一 有 和 五 一 lim supiE, = 从 Bs, 
则 BE 及 
AN Xa) = pA NN XO) EG, 2). 

再 由 gz 的 连续 性 ， 
er 门 Xe) = 0. 

对 于 任意 给 定 的 ez>0 及 pm>0, 存 在 到 全 2 及 >?2 使 得 
和 (让 站 各 把 e 


及 
i 个 ) 
如 果 工 所 EF, 奉 在 名 守 ,使 得 

zo 0 rh 0)) | 
从 而 对 于 任何 2&1， 


Xo 可 tc: pF 


Fl 


(x) ,F.C7)) 所 去 上 
> 1 
zo € 123507 (7) < 
套 对 任何 rr 六 1, 上 守明 ,我 们 有 


Bf, Cro), F(x0)) < Po. 00) fr)) < i 
即 { 疡 (zeo)} 是 一 个 模糊 数 的 基本 列 . 由 定理 2.4.4{f,, Cro)) 是 收 
但 的 . 我 们 构造 函数 

_ (6) iim 六 (z)， ZzE€EE. 
7 |? 
们 ， 证 EE FE. 
因此 ,FEFW(A), 且 { 记 ,} 在 有 上 几乎 处 处 收 钱 于 ,再 由 定理 
8. 3. 6(1),{f,} 在 所 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 wz 收 伍 于 六 
C2) 因为 4 具有 (p. p. 8.) 洽 质 ,对 于 一 亏 , 存 在 8.E (0， 


记 ) 使 得 当 EFCARH py hg) A) 时 , 
AE NF) > pA) 一 过. 


对 于 上 述 1 0 存在 BE DG A 训 )， ,使 得 当 并 有 CBE) A 
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(着 > 人 一 名 时， 
ENF) > pA)— 
及 存在 1 空 1 使 得 当 n 守 ni 时 ， 
A 有 有 站 ET 7 or ) 二 个. 


我 们 联 吉 守 m1; 由 { 户 } 在 妈 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 基本 的 , 则 当 
RH 时 ， 


x(AN 区 [Tc 7 tye) < 人. 
因此 ,我 们 有 
“Cd 站 KX {p77 < } 人 }? 


一 上 | 门 X {aie ce }) 门 (可 但 XC {cy, cp< 志 } 22 
1 sz a 
>n(A) 一 地 


对 于 上 述 旨 二 0, 存 在 58,E€ (0,6,A 疝 ) 使 得 当 EFCA,H (EA 
(F(A)— 6 时 ， 
ACE 门 并) > pA) ~ 人 
当 nn 时 ， 
AL 让 Nn X {BF eB} < 他,， 
本 此 


A(AN EAE 


一 上 AC( NN EE }? NN A )) 
ARC 一 人 

要 

1 


A 站 en {Tn nt) 一 六 
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我 们 重复 上 述 讨 程 ， 我 们 能 够 得 到 Resi 1 点 
1 人 i ; 风 二 D， 1 :2 wi :使 得 对 于 任何 rr 之]1 » 
AN A 
> pH) 一 名 (R= 2 二 1)， 
如 果 我 们 记 
BB =) < 去 |， 
及 
B= NE, 和 EE= lim infik, = UB,, 
i= 是 一 多 
则 BiAE 及 
pAN Xa) 一 站 Xe) 
A) 一 Bi， 人 2 2). 
再 由 疡 的 连续 性 ， 
uA 0 Xe) = pAY. 
对 于 任意 给 定 £270 及 o>0 ,存在 下 及 ko >2 使 得 
pA 门 Xs, > uA) Es 


到 
0 
如 果 xoE€E, 则 存在 外 之 使 得 
局 EN (e360, (天 (7D) 之 识 | 
从 而 ,对 于 任 信 这 衣 1， 
rs re) 一 去 
故 对 于 任何 * 袜 1 有 ,我 们 有 
。 362 ， 


， 1 
{xo)) < pi 


即 (7, (zo)) 是 一 个 模糊 数 的 基本 列 , 由 定理 2. 4.4 {六 , (zo) 是 收 
分 的 ,我 们 构造 模糊 值 函 数 
人 lim fz), zxEE. 

0， TE EE'. 


BO, xo fs Ce ES OPO Cr 六 
一 


上 十 4 一 1 


Tx) 一 


因此 FEFWMCA), 且 {天 ,} 在 廊 上 伪 几 乎 处 姓 收 伐 于 ,再 由 定理 


8. 3. 6(2), (六 ,) 在 上 强 伪 依 模糊 值 模糊 测度 p 收敛 于 六 
定理 8.3.9 设 (X,2 ,四 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,EeE .> 且 


(A) 关 吕 ,{ 记 }CFM(CA) 且 对 于 任何 xEX， {inf 大 (zyE4*， 


(sup f(z)}E€E 4 , 则 


《1) 如 果 具有 (Cp.g. 思 ) 性 质 ,if.} 在 让 上 强 忧 模糊 值 模糊 
测度 py 基本 的 ,是 存在 AE FWMYCA) 使 得 存在 {7,} 的 子 序列 {天 ,} 使 
得 { 六 在 立 上 强 依 模糊 值 模糊 测度 wx 收 化 于 7, 则 { 记 } 在 六 上 强 
依 模 糊 值 模糊 测度 产 收 敏 于 六 

(2) 如 果 具有 (Cp. 记 . g. 户 ) 性 质 ,1 扩 } 在 廊 上 强 伪 依 模 糊 值 
模糊 测度 py 基本 的 , 且 存 在 EFM(A) 使 得 存在 { 记 } 的 于 序列 
{5.) 使 得 {了 ,} 在 廊 上 强 仿 依 模糊 值 模糊 测度 x 收 仑 于 EFM 
(A, 则 {ff} 在 廊 上 强 伪 依 模 糊 值 模 炎 测 度 x 收银 于 六 

证 明 

《1》 对 于 任意 给 定 的 se>0, 由 于 闫 具有 (PP. g. 户 ;性质 , 存 在 六 


>>0 使 得 当 CEYYV A 交 < 人 时 
HE LU FY < 和 
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因为 人 在 让 上 强 依 模 炎 值 模 炎 测 度 六 基本 的 和 存在 关 E 开 和 


(可 ?个 得 { 产 } 存 在 { 六 在 上 强 依 模 糊 值 模糊 测度 4 政 敦 于 六 ， 
则 存在 riosRo1 使 得 n>no; 有 是 
A( 丰 中 {ir Fs} < 人， (msn 0 
和 
CC 问 门 ER Cy， ) < 人， (天 汪 是 ,) 

因此 ， 当 no 时 ;我们 丰 有 

上 站 XT Te ) 

志 AD | U [pe tr 7009 3 上 5 二 } 2 

一 LCA nN oa rt) ) UU 《机 间 KY {ee te) cp) 

< E, 
即 ! 产 ;在 过 上 强 依 弄 糊 值 模糊 测度 上 收敛 于 地 

(2) 对 于 任意 给 定 的 e2>0, 由 于 具有 cp. pp. 8. 户 ) 福 质 ,存在 
5>0 使 得 当 六 ,FCA pCE)A py(F)> p(tA2 一 8 时 ， 
nFEN FF) nA)—&. 
因为 {} 在 有 上 强 伪 农 模 糊 值 模 类 测度 基本 的 和 在 在 FE FW 
《下 ) 使 得 人 存在 { 六 在 直上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 x 收敛 于 
六 ; 则 存在 no ,如实 ] 使 得 n>mo 县 | 
FANMNX Gn > HAD Tm) 
和 
AL 站 XenD 7coo< 二 > Ap 一 人 ( Rn). 
因此 , 当 % 室 m6 时 ,我 们 有 
| N Rina Fe es) 
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字 (A | x {fe }r {ei 了》 


一 A(( 林 NN LR 和 CA Nn A 
> 本) 一 E。 
好 {7) 丰 误 上 强 仿 依 横 糊 值 模糊 测度 六 收 黎 于 元 
定理 8.3.10 设 (X,. 也 ,sj 是 模糊 值 模糊 测度 室 间 ,A4E 多 
且 A) 关 吕 HFMCA) 且 对 于 和 任何 TEKR, {FEA' ,NN 
C1) 如果 关 具 有 (pz.g.p)》 性 质 , 则 { 六 ?在 立 上 强 依 模糊 值 模 
糊 测度 训 收 敛 于 了 ERFWM(CA) 的 充分 必要 条 件 是 {了 .在 六 上 强 依 
懂 糊 值 模糊 测度 基本 的 ; 
(23 如 果 产 具有 ( 户 户 .8. 记性 质 . 则 (大 ) 在 记 上 强 伪 依 模 灰 
值 模糊 测度 上 收 敏 于 子 E 严 好 5( 亢 ) 的 充分 必要 条 件 是 { 克 ?在 元 上 
强 纺 依 模糊 值 模 糊 测 度 x 基本 的 . 
证 明 
《1) 必要 性 由 定理 8, 3.3(017 立 知 . 充分 性 ,由 定理 8.3.851) 
和 定理 8. 3.9(]1) 立 印 . 


《2) 必要 性 由 定理 8. 3.441) 立 知 , 充分 性 ,由 定理 8. 3. 8(2) 
种 定理 8. 3.9(2) 立 条 
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第 9 章 模糊 值 模糊 积分 


9.1 模糊 值 模 糊 可 测 函 数 的 模糊 值 
模糊 积分 的 定义 


本 节 我 们 假设 (XX,F) 是 一 个 模糊 可 测 空 间 ,y 是 具有 FMI 


和 Fnd2 性 质 的 模糊 值 模糊 集 耳 数 ,FW ,一 {ff ;FEFME 了 (Cr) 守 0 
《二 和 站) 

定 兴 9.11 没 裕 E. 祈 , 则 F 在 上 关于 £5 的 模糊 值 模 精 积 
分 定义 为 


| Fan= YA sup a A pr AN ei), 
可 3 0 afg [nseo] 和 


EL 


Sup .ae A pi (AN Xei)] 
其 中 Fi = {xslf (rr a}, 
Fi = {xs(f (rt oa). 
定理 9.1.1 对 于 任何 AE ,fe FN, 有 | 了 de 
(CR 
证 明 
(1) 国 为 产 是 . 灾 上 的 模糊 值 寞 精 测度 ,所 以 ,对 于 任何 本 E 
及 EFMHF(x) 之 0, 有 
.Supe Ap7(A 人 站 Xr ,Sup 0 A 地 (正门 Xi) 
即 存在 xz€ 六 使 得 
= 366 * 


(7amjce = 1， 


《2) 因为 对 于 任何 0 所 四 过 入 之 1， 
rE Er EE Ar), 


所 以 
Pi TC Fae CC Ft, CC Fr, 
从 而 
由 
Sp AN ri,) 
pt AN Xr ) 
A (A 站 ri 
故 


sup a A pa AN x 


ze [0， 1 


?SEP A pA fl ri,.) 
< Sup re A mAN xet.,) 
Es 


SP A #{ 站 Xrz .). 


EE [don 

结合 51) 和 (2 ,我 们 就 证 明了 | .7ax E€ F(R). 
定理 9.1.2 设 AAES,FEFW, 则 

| Fdp= () AL sup ,A CA 门 ze, 


AELd ae [om 


sup a Aid NM Xrt.) J 


ED. 
Te SR A CAN Yes) 
SuP. 4 AcanNn Xt) J 


= 有 出 A sup e A pr CA NN xer 3 


JE IT0:1] oe€el[o, 


Sup A pr AN Ker)], 
证 明 
1) 如 果 存 在 加 ESE (0,1] 使 得 


AN Xe) > sup a A pi (AN Xr.) 
” «ELOY 1 hh 


或 


人 《站 门 Xrr > sup a A pi AN Xe- ). 
nn aE [avee) 1 i 


不 妨 设 (9.1.1) 成 立 . 则 对 于 任何 aE[6,o2)， 
Apr(aANn Xri.) < tA Xr )- 
六 由 于 
丰 门 Kris 定式 门 FT， 
及 ja 的 单调 性 ,我 们 有 
a A N= 站 Xe 
故 
15 (AN Kei,,) > sup eA (AN Xr) 
一 sup & 一 十 oo， 
otE Loe) 
这 与 事实 矛盾 ! 从 而 对 于 任何 2€(0,1]， 
-AN Xrr Sup AnrtadN Xr ， 
太 
A AN ZK) ES sup a A CAN Xa). 
因此 
[7ax= U AL sup a A pr (A NN Kr ), 
AE ;1 ED " 


sup a A pt CAN Xn,)]. 
EE [Dy 


(C9. 1. 1》 


《9- 1.2) 


(2 由 于 对 于 任何 aAE C0,1j,px7 和 ps 都 是 .上 的 实 值 模糊 


测度 ,所 以 由 模糊 测度 单调 性 ,对 于 任何 a€ [0, 十 co]， 
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A A Kr) Sp CA NN Ki) 


及 
A (在 门 入世) 实 A (Ce 
因此 ,我 们 有 
| F dp YU AL sup a A tr (A NN Yeri), 
SuP 4 A pi (A NM Yer) 
如 果 


| fd > ,NH sup A mm CAN Xr,), 


Sup ea A pt (本 站 和 站 
则 存在 bm 和 0,1] 司 得 
sup a A pa AN Xr) < Sup eA pi (A NN Xer,)) 


TE [One 
C9. 1. 3) 
或 
Sap A CAN Xe ,sop a A pilA N Xr;,) 


【3.1.4) 
我 们 不 妨 假 设 (9. 1.3)? 成 立 , 由 实数 的 珊 密 性 存在 es >>0 使 得 
SUD 六 (AN x 十 名 挟 PR 人 A CAN KX 2. 


at Dee 
从 而 存在 me [o, 十 c] 使 得 
Sp A Au AN + A pA Nx, ). 
故 


> -rm & 所 
> A 人 十 他 二 4 和 十字 
有 


A AN > spe AA 人 NX) 二 学 


和 


一 a 十 子 . 


再 由 的 单调 性 ， 
NN Wr. 之 a 十 学 ， 


故 
一 sap e A AN wr) 
En | 讽 一 一 后 
之 | wm 十 3 A A 门 Xr ) 
4 十 之 a， 
这 是 矛盾 的 ! 从 而 证 明了 
[Fd = A sup oe A po CAN zr, 
让 ety "1 


Sp eA CA NN Xet,)]. 
《3) 因为 对 于 任何 A€ (0,1]， 
{zf 站 十 00}) 二 训 和 {r(x) 半 十 00} 二 好， 
所 以 
mAN 一 由 (站 站 和 二 ) 一 0 
因此 


| 7an= LU AL snp 1 A pa (A NN Xr a) 


4 [91] of | 


sup eA (| 门 Xa 2 
5sE Coc] 
= LAs sup a A 1a (CAN Xe, 


M01] ee To， 
SUP, A pt AN Xe,)] 

一 AOV sup a A 5 CAN Xrr;), 
AE HH 11 {Drom) | 


OV sup a A pa AN Xrt;)] 
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= A SP A 有 生 《让 门 放 7 和 


E101] 


sup a A pt (AN Xr )]. 
aE [sy " 
定理 .1.3 设 AE 多 ,feE FW;, 则 
JFax= Agup Cinf /7 (a2)) A wi AN EE), 


4AE HY 1] EE 


supt inf fi Cx)) A pF CA 门 部) 
一 出 Asup (i Gnffr Cr A pT CA NM Xe), 


AE T0011 


PP 《in CI A Pi 《过 门 Xa)] 


= | A sup Cip{f fx Ce) A pr CA xe), 


MO] EEBCTY *E 


sup Cinffi Cr)) A pi CA NM Xa)] 


RE RC; 立民 而 
其 中 BC 户 ) 和 BC}CAE (0,1 是 分 别 由 万 种 谋 产 生 的 so- 代 
数 ， 
证 明 
(1) 对 于 任何 2€ 《0,1],a€ [0, 十 co], 我 们 有 
inf (zy 字 w 和 inf fi {x) 之 er 


zE FT er 
我 们 注意 到 FreEBOT ,FheE BO) ,PL 
aApr(A 人 人 Xe) 
Cinf fr x) A pr CAN Kr,) 


< sup Cnf fr Cx)) A pr Af Xe) 


FE ACT TER 


及 
a A pr AN Xt) EC inf Fz A pi AN Yes,) 


#4 


< sup Cinffi Ce)) A pr CA NM Xr) 


EEBIFtY TEE 
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内 此 ,对 于 任何 aE (0,1]， 
Sup oa 人 《 冯 们 和 rr) 过 sup Cinf fs (0) A pa (NN x) 


ES HA } < 
政 
SP A pt AN Xr sup Cin{f4 C7) A et CA NM Xe). 


&E [er FE EC ) TE 区 


故 


| Fdx<, HA sup Ginffr (7)) A wr CAN xe), 


[9 EeEBtf, 1 TE 


sup， 《inf fi x)) A pi A NN Xe) ]. 


Fe Rly “EE 
(2) 因为 对 于 性 何 4E 60.1],BCf7 C.F ,BCD C.F , 则 
4L sup if CAA CANYE), sup Cin CI A pe 


EEB, EE BC 
CAN UU AL sup Cinf/T Cr) A pT CA NN Xs sp Cinf /7 
101] TERED seEFE EE BW, Er 
CI A pe 《远门 Xe7 
(3) 因为 .多 性- 史 , 则 
HU LEsup (in Cx) A pr CA MN Xr} sup Cinf fH Cr)) 
EE 工 克 下 EE 芋 亡 严 


AeE Lpa1] 
A pt (A MN Xs)] 
< HARP Ginf fx CA CAN Ey,gupl ,inf 7 (Cr) 
A pt CRN EV. 
{4) 对 于 任何 雇 E .过 ,AE (0,1j, 我 们 联 
;i 二 sinf fa (zz) 和 a 二 pt oA {XT), 
所 以 ,对 于 任何 AE C9,1], 我 们 有 
让 (XY) 守 和 万 Cr 之 时 
因此 ,对 于 任何 XE C0,1],(r} 0， 
Xe For 和 xE€ Ft 
接 旬 话说 ,对 于 任何 A€ (0,1]， 
- 372 。 


六 [ Kr aT 和 a | or。 


从 而 ,对 于 任何 疡 E 多 ,AE 00,1]. 
AH 《可 门 EE} A [| 门 Xrrer )》， 


及 
x 站 二 所 pr CA NM Ke 2) 
故 , 对 于 任何 久 EE ,AE (0,1]， 
Cinf fi (xr) A ta (ANE) Sa A AN YX, ) 
supe A ps (A N Ni) 
及 
Cy nf TD) AuttAN Ea AutoAN Mt 


Se Sup, AAN Xr). 
由 此 可 知 , 对 于 任何 AE€ (0,1]， 
Sup Cinf fs C7)) A pr (ANE)S ,Sup eA CA 门 Xe ) ， 
及 
supt inf /HO 站 AME sup ah pt eA NN x ). 
ER [zj aE [Dee ] he 
从 而 
LU ALsupk inf fi Cr) A pr CA NM EY),supt inf fi (Cx)) 
-AE D1] EE Er):>y Ee. Etrn 
A ANEI S| far 
我 们 结合 (7) 一) 完成 了 该 次 定理 的 证 明 ， 
定义 9.1.2 称 3:X- 史 六 RR) 称 为 简单 模糊 值 冰 数 , 如 果 
3 的 值 域 是 有 限 模糊 数 集 . 
命题 .1.1 设 s 是 一 个 简单 模糊 值 孙 数 是 六 的 值 域 一 (2 ， 


a 人 DD 一 S17 一 4.2 ry 则 对 于 任何 了 人 其 
F(X) = max a+ Xn, {TY. 
1 起 和 
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证 明 对 于 任何 了 E 和 ,存在 如 Efti,2，……:a)y 使 得 
站 fr 一 Qi 
因此 
了 各 SCiasy)》 一 D,, 
换 条 话说 
Xn Ce) 一 ]， 
我 们 注意 到 DD,= YS, Rm Rm rH 破 
maxas * Xn, (XI 一 ek -= FC). 
命题 9 1.2 设 3 大 - 一 个 简单 模糊 值 函数 ,如 果 


SS 一 max Qt * Np, 一 maxé. » Xe, 
ls 1esm 


则 对 平 任何 4E {1,2,…,n) ,存在 唯一 zE 并;2,-… ,zm} 司 得 
a 一 已， 且 Ds 一 也。 
证 明 对 于 和 任何 天 所 t1 2， sn} ,由 于 DD 六 , 存 在 xoED， 
这 样 


(ro) 全 TD 有 XGA * Xn, (Xo) 一 ar 
[| 


另 一 方面 ,由 于 X= 到 ,所 以 ,D, 一 UCD ED), 从 曾 存 在 

唯一 i 使 得 
To EE DM EE, CE,, 
这 样 
Kxzo) 一 maxb: * Xe (Xo0) = hh, 
故 
A = 

如 果 DD, 关 EE;, 则 存在 zoED; 但 x 区 E 或 zoEE 但 xD; 不 
妨 设 zoED 但 zo 告 琴 , 这 样 ,一 定 存 在 i 使 得 zo EE (FA); 从 
而 


此 二 如 一 SCro) 一 max pb: * XE (CX) 一 b, 3 
13CiEm :t 8 
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这 与 当 i 关 j 时 雄关 刀 蔬 盾 1 

定理 9.1.4 设 AE ,jEFWM-, 如 果 我 们 对 于 任何 简单 模 
糊 值 欧 数 $ 定义 
QaS)=, ,Amax a Apa (ANXs) ,max at A CANXE); 
则 


|, Fax = sup @Qa(3)， 


SENCFY 
其 中 日 (让 二 { S725, ee 二 的 简单 模 逆 作 本 用 
sup Qs , = () Asup Ga Cr) AT 下 门生)， 


ve HFy A€ [8,1] EE, 
sup Cinf fi Cx)) A pt CA NM Xe)]. 
EE 工 扣 加 
事实 上 ,对 于 任何 AGE (011],EE€ F,, 我 们 令 
o0, = inffi (x) 和 = inff# (x), 
了 所 下 I 


则 
en 一 ,Loan | 二 inf f (2) EE CR). 
我 们 定义 
or) 一 四， XT) VY Or Kelr), (xEX) 
则 So 是 简单 模糊 值 函 数 , 叉 因为 对 于 任何 ZZ 亡 了 ,有 rEE 或 区 拓 
;从 而 So Cr) 一 am 或 3 (xX)=0, 旅 


即 人 $,EHCA). 这样 
sup Qa(s) QA) 


BENCTYY 
一 HU ALem A A (A 门 XE), ;0 及 和 《 提 门 Xz) | 


eb 1] 


= UU ACnf fr)) A pr Af Xe), 
aELo,1J 才 尼 不 
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(inf fF Cr)) A pt (ANM Xe)]. 
故 
sup @a(3) 2 册 对 sup nf fi (x)) A pa CAN x 
A€ [Dt EE FEE 


BE HF) 
sup (Cinf 六 (zy A pt CA NN Ye)], 
EE I 万 丐 
另 一 方面 ,对 于 任何 
3 一 aa Xr, € HO), 
由 Qa(S) 的 定义 ,对 于 任何 XE (0,1] ,存在 1<io sw 及 1 二 二 
使 得 
max a 关 Aa (4 门 XE) = a A 门 Xs ) » 
及 
Ba A i (AN Xs) = a Mp AN Zs,). 


li 

因为 S<<7, 所 以 ,对 于 任何 z€ E,， 
a Ax), 

其 而 

ar <& inf 户 (z)， 

’ EE 

故 

maxas A 所 (ANYXs) =o Apr(AN Xe ) 
(inf fr (2) A (AN Ys) 
< sup Cinf fi (x)) A pr CA NM Ya). 
EE TT 刁 下 

同 理 可 证 

Iaxaz A pt (A Nz) sup Cnf/+ Cr) A pt CAN Xx), 

从 而 

Qa EE ) Asup Cnffr Cz) A pr CA NM x), 
AE EQ.1] EE RL 三 到 
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sup Cinf 六 (zy A pt CA NM XE)], 
EE EE 


sup Qa®) EU ALsup Cinf fi Cr)) A pa (CAN Xs), 
Se HY) AETM1] EEWL, IEE 
sup Cinf fi Cx)) A pt CA NN Xx). 
EE Sm, I 丰 匹 
结合 两 方面 ,我 们 完成 了 该 定理 的 证 明 . 
定理 9.1.5 设 冲 E 多 ,ER , 则 
| 7dae = UAL inf a V 5 AN Mr， 
可 uaELo:]] ECLD+e 9 
inf eV CA NM Xx,)] 
= Uy AL inf a Vy prtAN Xe) 
| 9 ' 
inf a A 1 CA NM Xpt,)] 
= | 2L inf ym AN Xr 
aE [O17 aE Lo, 
in .a VA (有 A 门 Xl) 
= YA inf eV 和 CAN 和 rr )， 
inf， aV pA Xe 于- 
证 明 
1) 对 于 任何 AE {0,1j,aE [0， 十 oo]， 
sup 女 礁 pA Nl Kr, .2 一 Sub A AT (村 门 Xr, ,2 
af [Oen| ， BE [bey ， 
V Sup FP A pr (A MN Xrr,) 
ep, VS (AN ex) 
=ayV m (AN KF): 
从 而 
sup a A ANMNY NE inf eV £5 (CAN xr,). 
aE [om) ' gE [站 ,十 em] ' 
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如 果 
JSP a A AN Xi,) < i aA CAN xr), 
由 实数 的 稠密 性 ,存在 a7 全 [0,ce] 使 得 
SUP & A pr (六 门 Mrr a < inf oy pi (A 门 Xe )， 
aEToyeo ? aeE [Do 7 
从 而 
a AAA Kr) a 
因此 
mm (A 区 Pier < oa 
故 
ao =ar Y AI 本 门 Xer )》 裤 cinf eV A (RA Ny) 
这 与 & 的 定义 也 盾 ! 由 此 可 以 得 到 ,对 于 任何 A€E C0,1]， 
Sp A ANY) = ,inf eV AN Yk,). 
同 理 可 证 ,对 于 任何 4E (0,1] 
sup oA (A 门 Xrt) 一 in{ gay A 全 Xr, ). 
3E Cos re2] ” rE Lo " 


故 
| .7ae = HL inf a V I AN Yi,), 
亲 JuE Lot se CO, 
inf ， a A pa AN Yer)). 
《2)》 对 于 任何 4G(0,1], 由 产 的 单调 性 ,我 们 有 
inf a 由 《 育 门 洛 r 区 Lainf V pa CA NM Yr,) 
五 
nf a Vy pm (AN Kes,) 站 inf VA CA Xr ). 
如 果 存 在 如 E50,1] 使 得 


ainf oN pA MN yr, > Linf VAAN Xa) 四 


{9. 1. 5》 
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或 
inf ey pttAN x > inf eV pcANM xX ), 
| 和 a [ss 了 0 EE 


《9. 1. 6) 
我 们 不 妨 假 定 (9.1. 5) 成 立 . 由 实数 的 稠密 性 ,存在 we& [10,co) 使 
得 

inf eV pAN XK) mo inf eV AN Ki 


Dos | 


租 由 确 界 定义 ,对 于 任意 给 定 :>0, 存 在 应 EL0,=o)? 全 得 
Qo > inf 1 | 门 Xr > Be V pA 门 Xe ) 一 E. 


seELb, | se 
因此 
十 E> 并 十 8 记 A (AN Xi a) 


| Nn Xe | Ea (本 门 Xr a < 十 E, 


从 而 


+ 


= inf 2V A 站 Xe), 


EE [Db 


mt et t eV rtd NN Kr, ,) 


再 由 的 任意 性 ， 

ao -之 int Re V Ar (有 站 Xp) ; 
这 与 a 的 定义 相 矛 盾 ! 鼓 由 (1) 得 到 

|， f dx = ,int v 人 (全 有 Nr), 
nf < V ai(AN Xt) 
《3) 因为 对 于 任何 XE 50,1]， 
Fis= = Fis = 
所 以 | 
HAAN XY) SAN Kits) = 0, 
.379， 


从 而 
in eV mm CA MN Kri,) — ,inf eV Ww AN Xr) 
A {oo Y pa (CAN Xe) 
= inf a V pa CA MN Xe se 
wtE TO 
及 
inf eV pH ANXE) = inf eV pAN Ye ), 
[oo rE On) 2 
政 由 (2) 我 们 得 到 
| f dr = U AL inf ay¥ A A 门 和 rr) 
并 4E:-04| eaE[ovcn) | 
A VA AN oe] 
C4) 对 于 任何 A€ 00,1], 如 困 jw 《 扫 站 Xp,) 一 0, 则 对 二 任何 a 
《OO， 十 oo ] 9 
0 一 1 (AN YK) Fp CAN Yi) > 0. 
从 而 
inf VA (A 门 Xi,) = inf EV mA Nx, 


Eo 


如 果 并 ( 丰 门 Xi ;) 汪 0, 则 在 丰 qo >0, 使 得 


‘A 门 Xp) > Xo > 0, 
因此 
Ez (让 门 x 27 YY (A NN Xe,, 


Aartt 


次 nf av pr CAN pe . 


seELe, 
从 而 
inf ay pr CAN Ks) = (CANNY ) A inf a 
5E LOD.o | " EE he} 
V pa CA NM Yr,) 
一 inf J AN x 
人 全 【总 
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旗 对 于 尾 何 4€ (0,1], 我 们 总 有 
inf 2 WP 《元 门 Xe, ,》 一 一 nf a W CA 门 Xe,)- 


ELb, 


出 理 可 证 ， 对 于 任何 A€ 00,1j， 
inf eV A (Af Xn,) = inf aV A (A NN Yr) 
EE Oo) '* 


= yr 


再 由 (3), 我 们 得 到 
| ,Fd = Y AL inf a V pr AN er， 


JE [0:1] rE lb 


inf a¥ pt (A NN Xr+t .2 
aE {oon) ” 
定理 9.1.6 设 AEF,fEFWM,, 则 
{Fa ALiat Ggup fr (5)) V pr (A N BE), 


EE 


inf ¢ sup x)) VY A (及 全 Er | 


Ec Er 


一 |) AL nf So CO YY 万 (下 门 多 )， 


EL EE 


jnf Gesp/t Cr VY pi CA NM Xs)] 


= UY A inf Csupfi (rz) VY pr AN Xs), 


AELO] gERCf)Y <€ 
inf (sup/i Cr)) VA 门 六 )]. 
EEBCFHY TE 


证 明 
(1》 对 于 任何 XE (0,1],aE .0,00], 我 们 有 
sup frr) 坟 a 和 sup A 


<EP xE Ft 
注意 到 .EBC ) ,Xit EBC ), 
因此 
ay pr (A NN Xe Csup fs CT VY pa (BAN xr,) 


inf (sup 六 (CTO NV 三 《有 站 和 撑 )》， 


攻 生 号 CFA ) 
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帮 
&V pi (AN 和) ( Sup, MD NY pa (A NN Xe) 


之 inf 《suP 广 CX) NN pa AN 让) 


EE BUT} TEE 


从 而 ,对 于 征 何 A€ (0,1] 

inf a V ar 可 站 和 rr 之 inf (supfr x7) Y pa (AN KE), 
mE Os er] “ EEBCIT 全 
及 


inf waV pt 站 Xrr inf Csup 广 Ce Vp 和} 
GE] EC HT 》 < 
页 
| fdp> YY AL inf CsupA (x V po AN Xe), 
可 


At [OL] REBEF, ) XE 


inf Csupfi Cr) pa (让 人 门 站 }]. 


EAI TEE 
C2) 因为 对 于 任何 AE (0,11,BC BCA)C, ,我 们 有 
AL inf Csupf Ce) V pr 


本 1] Ee SC) 二 瑟 


inf (su 六 Cr) V pot CA NM Ki)] 


REBT) TCE 


> Ainf Guph (x)) Y pr AN Ke), 


AE 1] 


inf 《sup CAO YY pe CA NN 旋 } |. 
下 5 玉 EE 扰 


《3) 因为 多。 天， 则 
U A inf Sup Cy pr CA NM ), 


ED 


nf (upft Cr Y 由 (下 站 这 7 


= UY aLinf C uP i CO pr A NE 


AE CO.11 
inf € sup fy tr) ¥ 4m (A NM EY]. 
Ec Kiryl 
C4) 对 于 任何 主 E FZ ,AE (0,11, 我 们 联 
“Be WA), 
* 382» 


所 以 ,对 于 任何 AGE 50,1], 我 们 在 
有 雪上 和 /x at, (ECzr) > 0), 

国 比 ,对 于 任何 AGE 50,1], 产 (zy>>0， 

TE [ee 和 x 下 六 计 ， 
挽 各 话说 ;对 于 和 任 条 AE€ C01,1]， 

ECxK Mm EC Xt, 
从 而 ,对 于 任何 记 E 这 ,AE (0,1]， 

ANE) PAN Xrr,.), 


皮 
A NE) pA NN Xr ). 
故 , 对 于 任何 EE ,AE (0,1]， 
Csup fr CD VY pm ANMNED) So VY (AN Xr ) 
> nf eV AN ZX 
及 
Csup fir VY el CAN EY) ar V A CAN Xris) 
> inf ay 人 站 Xe 
由 此 可 知 , 对 于 任何 XE (3,1]， 
nf Csup fi COV pr ANED)S inf a Vp CA NX ,Ys 
及 
inf (sup fi COV pt AMF inf aV po CANXrr). 
Fe Fery-o aE {me ha 
从 而 
LJ 2aLiof Csup fs COV pr CANE') jinf Cgsup fi CO NV pa 


[1 
| nz)]>j afdp. 


我 们 结合 (1) 一 (4) 完 成 了 该 定理 的 证 明 ， 
”3+ 


定理 9%.17 设 廊 EF ,YEFM; ,如 果 我 们 对 尾 何 简单 模糊 
值 函 数 汪 一 maxa; * Xz ,我 们 定义 


PxC3) =, WAmina, Y A (和 门 旋 )， 
min a; Vy A CA 门 XE )]， 
li " 
则 | 
| 天 dm 一 inf Pic). 


站 和 NCES 
其 中 (万 = 从 辣 关 六 为 多。 中 的 简单 模糊 值 函 数 } 
证 明 由 定理 9.1.6 知 , 我 们 只 须 证 明 
Pr =, NAC ep/ 2) Vm A NK), 
sn (supf7 (z)) VY a AN Ke)]. 
事实 上 ,对 于 任何 XE (0,1]; 玉 E 多 ;我 们 令 
ao = supfx (zx) 和 oo 二 sd (zx), 


网 “= ,7 J=sup frIE FR; CR), 
我 们 定义 
Dox) 一 Gu * Ke V a » NE: 
其 中 之 max (so,p( 有 A 介 答 ) ,sup 7(z)), 则 误 是 简单 模糊 值 函 
TE 


数 , 目 写实 六 即 ENCA) ,这样 
inf PatSy <CPatso) 


SENTY 


一 WY altes, V pr AMX A Cor VY pa (A NM Ys), 


1 
Coan, V A (部 门 竹 2) 不 《of V A (A 门 Xe 
一 U aLas VY A (站 站 RE) ， ra0, Vy i 〔 霹 门 Xr 


em 


= U aAl(supfi (x V pr (FN Ke), 
AE iD TE 二 
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(supfi fT)) VaR 让)]， 
故 
inf PacS) <, Hint Gupfi Co) Vp CA MN Xi), 


EMY) 


nf (supfi (x) V Ht (A 门 x). 


男 一 方面 ;对 于 任何 六 = maxa; 。 Xs ENC 有 ,由 Pxa) 的 定 
义 ,对 于 任何 A€ (0,1], 存 在 1 <n 及 1 专属 所 nn 使 得 
minas ViANGE)= YN 站》， 


及 
minat V Ht CAN Ke) = at YAN x). 


li 
因为 号 六 产 所 以 ,对 于 任何 xE EE， 
a 这 Li (xr), 
从 而 


a 守 sp/ (Cx)}. 


* 捷 下 


故 
Minas VA NN 入) 一 呆 V 生 ( 门 旋 ) 
> (ssp 广 CD VY 人 门生) 
之 ,inf Cs 中 六 CTY V pr CA NN Ky). 
同 理 可 证 
mineat V 夺 (到 站 和 从 ) 裤 inf (supfi Ce)) V pt CAN Xi). 


1 


从 而 
PatS) 2 ,ALinf (supfi (7)) ¥ pa CAN KE), 


sn (supAi (rz V pt (CAN x 
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艳 
inf PaCS) > 之 YH A[ inf sup/ CY 2 人 门 竹 )， 


NE NLY) 0,1] EE I 


nf sup Cx Vp (A NN i}]. 
合 两 方面 ， 我 们 完成 了 该 疡 定理 的 证 明 . 


9.2 模糊 值 模糊 可 测 函 数 的 模糊 值 
模糊 积分 的 性 质 


本 节 , 我 们 假设 (全 ,天 ) 是 … 个 模糊 可 测 室 间 ,w 是 具有 FM1 


和 FM2 性 质 的 模糊 值 模糊 集 函 数 ,下 六 ,表示 {7; FEFW, 了 (rx) 这 
OrE RY}. 


性 质 9.2.1 设 AE 


六 ,了 FEF. ,如 果 pl 让 ) 一 0, 则 
| 子 dr 一 0， 


证 明 因为 mA 本 ?一 0 所 以 由 产 的 单调 性 ,对 于 任何 AGE (95， 


1j,a€E [0,0], 
0 pr (A NN Xr ,二 jaa) = 0, 
及 
过 网 CAN Xrt,) 扫 ni CAY 一 0， 
从而 


| Tdp=—, UW AE sup a A ps CA N Xe,,), 
并 a€ [Lo] Cn 
Sup .eA i (A MN Ke,)] 
一 他 


性 质 9.2.2 没 AE 宛 ,所 ,EFH- ,如果 广 迄 记 : 则 


”386， 


ri pe 


| 六 dz < [ fadp. 
证 明 ”对 于 任何 AGE (00,1],rET0,02j], 我 们 有 


Fi = rf) a rtr) = Fr,, 


及 
Fi = {ra CC (rifd (rT) 
=Fi.,， 
根据 jy 的 单调 性 ， 
Ha (ANZ 2 HAN x .2 
点 
nt CA Nn Xe | Xe ), 
从 而 


| dp = U AL sup a A pr CAN Xe- )， 
A JE10 LI ot oor | ls 
SD A A RN ei,)] 

之 [IJ 让 Sup eA AN Xr )， 


| 


sup a AxAN Xe 7 


ctei, 


-|， fudp. 


性 质 9.2.3 设 AEF ,7E FN ,如 果 | 了 dy 一 0, 则 对 于 


任何 AE (0,1j,a>>0, 我 们 有 
各 【开门 时 oA AN Xe = 0. 


l 


证 明 由 于 | 了 dx 一 0 , 则 根据 定义 9. 1. 1, 对 于 任何 ME (0， 


1 ， 


要 ED 
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sup eA pa (AN Yr, 一 supahp AN x = 0. 
oe CN ,co) 9 


用 而 ,对 于 任何 aE 0,cc)， 
oA pAN Ye a Ap AN xX) = 0. 
故 ,; 对 于 任何 AE (0,1],e0， 
A CAN XE) = A AN XY) = 0. 
推论 9.2.1 没 AEF,fE FI ,ny 具有 FM3, 如 果 | 了 dar 
二 0 . 则 对 于 任何 4E C0,1]， 
所 《站 站 在 = (AN Xr) = 0. 
证 明 由 性 质 9.2.3 及 具有 FM3 可 以 立 得 . 
性 质 49.2.4 设 有 ,E79,FEFMH; ,如 果 折 CC 广 , 则 
[7a |, de 
证 明 因为 CB, 所 以 ,对 于 任何 AE (0,1],gE (0,o0) ,我 
们 有 
ANxr, SEN KX, RAN YP CBAN Yr. 
再 根据 py: 的 单调 性 ， 
mm AN Xs) Er BN Ye), 
及 
CAN Yt) Ep BN Xe,). 
从 而 
| 7ae= WY aC sup a A pr CAN Xs;), 


0+1] EE (Oe 


sup a A pt (A NN Xer 
ED) 
< U 六 sup 2 A pa (BN xr; 7， 


JE [1 we€E De 


sup ,2 大 上 (BN xer. )] 


FE [Oo 


| Fan 
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性 质 9.2.5 设 AE. ,ff EF , 则 
12 Vv fodr > | Pd Vy | adn 
证 明 ”由 性 质 9. 2. 2 立 得 . 
性 质 9.2.6 设 AEF, 刻 , 刻 EFN, 则 
[6% A Far < | Aida A Fa 
证 上 明 ”由 性 质 9. 2. 2 立 得 . 
特质 9.2.7 设 冯 ,EF ,了 EFM;; 则 
| 7 dr > | Fap ¥ [Fax 
证 明 由 性 质 9. 2. 主 立 得 . 
性 质 9.2.8 设 A,BEF ,fFEFMI, 则 
| 7 ar > | Ya A |, Fan. 
证 明 由 性 质 9.2,4 立 得 . 
性 质 9.2.9 设 AEF,aE.F+(R), 则 
[aqx = A pAY. 
证 明 ”对 于 和 任何 AE (0,1], 当 和 时 ， 


{Ta 宇 有) 一 
所 以 


后 《六 门 pA 一 (过 门 天 ?一 各 CA); 
当 Per 时， 


{ryar 之 有 一 放 ， 
所 以 


Fa 《总 门 Xlzsar 81) 一 【个 ) 一 个 . 
同 理 可 证 ; 当 a 六 月 人 时 # 
" 2380 。 


pt (AM Krai zp) = A A) 
当 >a7 时 ， 
AN Xp) = (CY = 0. 
从 而 


| zan=。 HU ML sup B A pr AN Kis), 


EL Et 


SUD ,0 A A A 站 Xtrat wp) 


BE CO, oe 


= U A sup BA pr AN Xr, sp) 


论 -04] ME 


VY sup BA pr AN Ks), 


HE. {uy ee) 


sup 8 A pa (起 门 Kiriat 3 出】 


BELD, 本 ] 


VY SU 8 A Eg 《所 站 Xirsal = 


8E tat | 


一 ey Mla A pr CA sat A pt (A) 
=& A pA), 
性 质 9.2.10 设 AEF ,了 EF ,aE .F272(R), 则 
[G+ ode| far ta A nA) 
= 了 dr 十 | aau 
证 明 由 定理 9.1.3, 对 于 任何 A€ (0,i] ,我 们 有 
Sup Cinf CA 一 GD)) A CANE) 


=sup{( inf fr (C7)) + ar) A pr (A NE 
Et Rb 
enp (Cinf fF) A ps ANE) Tar Am (AN EE) 
Ssup( inf 万 (Cr A pa (CAME suplas A yr CAN BD) 
Ee Flri=n EE 
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=sup(, inf CD Ap (A E+ar A pr (A), 


BE 


同 理 , 我 们 有 
up inf 7 (z) 十 atr))》 AntitAN EE) 
< papin A Cz) A pt ANE) +at A (A), 
从 而 
bo aydp 
一 UY A[gapCaini (fr Cx) tar) A mi NE), 


aE 1] 


sup (inf ,4 Cr) + ard) A pa CA NM EY)] 


EE Ker 


去 U aset inf Fr A pa AN Ear A pa), 


ELG,1 EE 


Sup Cinf ft C7)) A A (ANE)Y+ar A pA] 
一 HALSuP(， nk i Cr) A (A 作 Ey), 


aE IO]; 


sup iof fia) A tC EE)] 


Et Etr 
十 UU Le A parCAYat A pt CAY] 


JE [ 昌 ， 
一 [7a + A pA). 
性 质 9.2.11 设 序 E 多 六, 户 E 天 条 如果 对 于 任何 ecE (0， 
oo PO CT) Fr) Lar EX ,NN 
| | Pap,], Fda 20, 


证 明 由 pz; 玉 雪 aa 一 ap 二 4 十 gx 及 性 质 9. 2.2 及 性 质 
9. 2. 10 立 知 . 


定理 9.2.1 设 AE.%8 ,ye FM, , 则 ja 人 的 多分 必要 
杀人 和 件 是 对 于 任何 4€ C00,1j], 存 在 a EC0,50) 及 a E00,22)， 
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At 次 NN Xe 天 Ea 中 AL 次 门 Xr ) 天 ce 
证 明 ”如 果 对 于 任何 1E 0,1], 存 在 全 (0,o0) 使 得 &CAm 
xz) 天 co, 则 对 于 任何 a 之 叶 ,我 们 有 


CAN KE) EAAN KF, 
所 以 ;对 于 任何 AE (0,11],a>at ， 
AN KE) EAN Ket) T+ 0. 
从 而 ,对 于 任何 4€ 0,1]， 
up eA pi (AN Xer,) 


= sup aA AN XY sup a A pAN Yt.) 


人 wat 了 EE [9 2 1 


Sat VAAN YK ) <+ on. 


| 了 de A oo. 
反之 ,如 果 存 在 heE 《0,1], 对 于 任何 a€ (0,00) AD 门 Xe) 
二 多. 所 以 ,对 于 任何 M>>0, 存 在 为 (0,1] 使 得 
Nr) M. 


如 困 久 过 加 ;网 由 太守 六 (2) 知 
太 (ANN Xt 字 太 AN Xe) 


从 而 
SP A (站 Xrt. 小 宇 SUD AM= M. 
如 归 入 之 为 ; 则 
A (AN zet. ) = -党 皮 ) AN Xet. 次 
从 而 
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sup a 人 AN Xr) ,sup a AM=M. 


aE CO eee 


故 
Jzar-s 
这 与 条 件 相 着 盾 ; 
定理 9.2. 2 设 AE9 ,YE FT ,我们 记 | ,7dax 一 ze ; 
(R》, 则 对 于 任何 2E (0,1],rE C0,00)， 
a A AN Xe) Sar Gay pA Ye,), (9.2.1) 
a 
a A AN x ) Sal Seay pAN Xe). (9.2,2) 
证 明 对 于 任何 4€ C0,1],a&E (0,o0) ,由 定理 9. 1. 2， 
a = Sup oe A AN XA AN Kr, 
家 由 定理 9.1.5 知 
QL -= inf Var(4 人 NN Xe) 
AV A (六 站 Krist. 


即 C9. 2. 1) 成 立 . 
同 理 可 证 C9.3.2) 成 立 . 
定理 9.2.3 设 AEF,fEFM,p 是 访 上 的 模糊 信 模 糊 
测度 ,我 们 记 5 二 | 了 dx , 则 
《1 at 之 a 全 存在 8EL90,a) 使 得 pi (ANMXrt, <a 
pa AN a> ps ANY) Las 
(2) ar >atpr CANKe) oar ps (CAN Xr ) > as 
(3) a7 二 9 针对 于 任何 8E (0,o)， 
(AN Xi) a pA NN Yr) 
at 二 8 全 对 于 任何 8E {0,8)， 
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At 证 从 Xe ) NX ). 


(4) 特别 地 , 当 px( 序 ) 隆 吕 时 ， 
让， 一 pr | 站 Xp) 2 > Em CA 门 Xr se 
a = ac3sA (AN Xs) 之 4 次 向 〔 交 门 Kr .). 
证 明 
《1) 如 果 对 于 任何 p<ie 都 有 所 (有 AA 门 Xet,) 之 a, 则 
at sup BApCAN XA) sup BAe=e. 
BE {DY " 有 El 
另 一 方面 ,如 果 在 在 PE (0,a) 使 得 忆 ( 站 zt)<e, 由 定理 
9. 2. 2, 对 于 任何 BE C0,e) ;我们 有 
a EBY /AN TAVY a a. 
(2) 如 果 a7 ae, 则 由 定理 9.2.2 知 
a<ar Cay pr AN YD) AN Ker,), 
另 一 方面 ,如 果 pe 六 八 Xe ) 记 a 则 当 Baa 时 出 4 的 下 连续 
性 ， 


limpa CA NN er, 二 入 CA NN Kr 
于 是 存在 上 ouwy 企 得 
内 《让 站 Xe ) >a 
再 由 定理 9. 2.2 ,我 们 有 
a | 入 Xe 7 ~ a, 
C3) 出 人 1 和 (527? 立 得 ， 
{4) 当 所 古 ) 天 中 时 ,由 于 对 于 任何 AE C0,1j， 
lim Xr 一 Xi, lim Xr 一 全 
BP—e—fh * ,| Bea- " ， 
将 根据 wx 的 上 连续 性 ， 
Lim po (站 站 Xe) 一 Ai 《4 站 Xr) 


B— 
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dm CAN Xr) = pi AN prs). 
从 而 可 以 推出 ,对 于 任何 AE (0,1]， 
a = a (A MN Ker) a er (A NN Xe) 
at = a (A NN Kr) a pi (A NN Kr). 


定理 9.2.4 设 广 , EFN， 


{1) 如 果 九 二 记 宇 闻 (CAE.Y 上 几乎 处 外 成立 ,pz 基 零 可 加 
的 , 则 


| Fidp = | Fdp. 
C2) 如 黑 户 二 记 在 XCAE .2 且 py( 扣 ) 芭 200) 上坟 几乎 处 处 成 
立 ,x 是 关于 A 伪 零 可 加 的 , 则 
| dx = | 元 dr 
(3) 如 果 广 二 在 外 上 几 平 处 外 成 立 , 则 对 于 任何 EF， 
j ,Tax = | Fidn ez 在 es 上 是 零 可 加 的 ， 


(4) 如 果 户 二 声 在 At4AE 久 上 且 pC(4) 关 宫 ) 上 伪 几 乎 处 处 成 
立 , 则 | 了 dx 一 Fidxp 是 关于 4 伪 鹤 可 加 的 . 
证 明 
1) 由 于 户 = 了 在 拉 上 几乎 处 处 成 立 , 所 以 
ACA MN Kap Fen) = 0. 
这 样 ,对 于 任何 4€ (0,1], 我 们 有 
m AN Ke) Spm AN Ke uieoe7aeo) 


= [i 门 Yr, ) U | 站 KrFinr 
一 上 (村 但 Xe, 2 
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ur AN Xr ) UN pd 
=p7 (A NM Xe 


同 理 可 证 
MAN I EAN YS ) Ep AN Xe ). 
故 
mANY = A NY ), 
. 、 
ANX) = HAN Xe ). 
因此 


| fidp 一 |, 六 dm 
《22 类似 (1) 可 证 ， 


《3》 由 (人 1) 可 知 , 我 们 只 须 证 明 必 要 性 ,事实 上 ,对 于 任何 万, 环 
E: 完 上 且 ACE 一 0 我 们 定义 


加 coco， 当 工 亿 玉 . 
f(x) = 人 当 了 工 相 百 . 
_ j=， 当 xXE EUF 
(7) 一 全 当 z EUF. 


网 {z; 记 C0) 才 记 Cr 二 {Cz ==0; 且 所 (x)=o0}CF, 从 而 
OS pz) FD EF = 0. 
即 访 = 产 在 世上 几乎 处 处 成 立 , 再 从 
| Fan= | Fd 
及 
| fidy = p(EY, 
* 396 。 


| fdr = plE UF), 


PACE YU F) 一 p(E). 
(4) 类 和 似 (3) 可 证 . 
推论 9.2.2 设 冯 ,EB 旦 AM) 一 0 如果 是 零 可 加 的 ， 


则 对 于 任何 7E ENT ,我 们 有 
js 7 ar = | ya 
证 明 ”由 定理 9.2.4(1) 立 得 . 


定理 9.2.5 设 fEFMI， 
(1) 恕 果 £4 是 零 可 碱 的 , 则 对 于 任何 部 ,BE 县 p(B}) 一 0， 
我 们 有 


for 7 a = | fdps 
《2) 如 果 是 伪 零 可 减 的 , 则 对 于 任何 部 ,BE ,日 x 门 
车 ) 二 jy 页) 关 吕 ,我 们 有 


jg 7 du 一 | fap 


证 表 
《1) 由 于 p(B)=0, 根 据 py 是 零 可 减 的 ,对 于 仔 何 4€ (0,1],a 
七 (0,50), 我 们 有 
mANB)N Km ) =m CAN x,) NE) 
一 版 《让 门生 rs)， 


AANMN BD)N Yr ) = (CAN Xrt) NB) 
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= (AN Xr,). 


[I / dp = |， Hd. 
C2) 类似 可 证 . 


9.3 模糊 值 模糊 可 测 蝴 数 的 模糊 值 
模糊 积分 序列 的 收敛 


本 节 , 我 们 假设 (X,.2, 上 是 模糊 值 模 糊 测 度 空间 ,上 得 + = 
{FEFHM, fx) 0,rE NX}. 
定义 3.1 设 AEF {CFM. ,FEFM. , 称 ( 太 在 半 
上 -平均 收 钱 于 f ,如果 对 于 任何 AE (0,1] 一 致 成 立 ， 
Dlim| |f, — A ld =0 
和 
{p) lim| 1 — fildre= 0. 
其 中 
| fax = A sup eA CA NM Yr), 
.Sup eA AN Xe Ee FMI. 
定理 9.3.1 斑 - 平 均 收 化 等 价 于 依 模糊 信和 模糊 测度 pg 收敛 ， 
证 明 设 ! 记 ;在 让 上 已 -平均 收 伊 于 六 但 (天 } 在 地 上 不 依 模 
糊 值 模糊 测度 产 收 和 伍 干 了, 则 存在 Et0.1],s >0go>>Bo>D 政 
序列 fm) 使 得 
Pa 站 Cia, tf a 的 os (9. 3.1) 


a 
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WE ee er pn 


A( 订 门 Kizilrt An 所 介 )， {9, 3. 2) 
和 


不 妨 设 (9. 3.1) 成 立 . 因此 ,存在 如 E&€ (0,1] 使 得 
5 〔 计 门 A rz) 所 ta > 6,, (C9, 3, 37) 


n 


因为 {应 } 在 让 上 FF- 平 均 收 合 于 ;对 于 上 述 eo 计 0 及 高 记 0, 存 在 
N=>0, 当 nN 时 ,对 于 A (0,1 一 至 成立 


i 一 广 |dau < 二， 
及 

[| 
故 , 对 于 4E (0,1], 我 们 有 

| fi fla < 


这 样 ， 
PC A ‘AN Xi A 3) ss po 
从 而 
5 AAA Xe 六 Df)? Ss Oo, 
a, nu 
故 


Ai (在 门 trl 《zy ll 到 让. 
i, , 


这 与 (9. 3. 3? 相 矛盾 ! 这 样 ,我 们 就 证 明了 {Jf,} 在 下 上 依 模 糊 值 模 
糊 测 度 pr 收 化 于 六 


反之 ,如果 17,} 在 冯 上 依 模 糊 值 模糊 测度 产 收 黎 于 产 , 由 对 于 
任何 83>0,0<s<3, 存 在 mo 汪 1 使 得 当 x 字 no 时 ,对 于 aE (0,1] 一 - 
致 成 立 
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Hd i pe 


AN Xin < 他， 


及 
ACA MN Xs I 富 


因此, 当 xn 时 ,对 于 4E (0 一 致 成 立 
ub,® 大 Fi | 门 Yin lf en -Areasm ) 


ey AT 站 Kal mn EV =, 
uP ie A (吉方 Kini le ) 
SeV HAN Ne rn) SEVY OTH 
失 而 , 对 于 AE 0,1] 一 致 成 立 
-fle 
同 理 可 证 ,对 于 AE (0,1] 一 致 成 立 
| 和- fildxe. 
故 { 六 } 在 式 上 严 平 均 收 伊 于 元 


定 尽 9.3.2 设 休 ,} CF AE , 称 {f} 在 六 上 了 -平均 
基本 的 ,如 果 对 于 任何 4E (0,1 一 组 成 立 ， 


lim| 应 一 应 ldur = 0, 


Mi 


及 
tj 大 — f+ldu =0. 
定理 少 3.2 了 - 斗 均 基本 等 价 于 售 模 糊 值 模糊 测度 pg 基本 . 
证 明 ”对 于 任意 固定 的 e>0, 令 
下 一 志 间 Kirst, mf |) ? 
则 
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[ffildp> | fi filde > eA KB,.), 


再 由 { 产 } 在 A 上 下 -平均 基本 的 知 ,对 于 4€ (0,1] 一 致 成 立 
E A Cp) ln ye(E,,») A (Pp) lm | .1 访 — fr ldx = 0. 
旅 ,对 于 AE (0,1] 一 臻 成立 
CP) lim pul,m) 一 0. 
同 理 可 证 ,对 于 XE (0,1J 一 臻 成立 
CP) lim (本 门 Keates tt ele) = 0, 


Mo 


从 而 ,{ 疡 } 在 如 上 依 模糊 值 模糊 测度 x 基本 的 . 
反之 ,类 似 于 定理 9. 3. 1 可 证 ， 


定理 9.3.3 《〈 于 单调 收 敏 定理 ) 设 (六 }CRRT ,了 EF , 
E 多 ,如果 {这 } 在 上 单调 增加 ,县 收 全 于 7, 人 | 了 dp € 47， 
则 CD lim | ,元 dx 存在 , 且 
Dlim|, Pdr = | F dp 
证 明 因为 { 产 ;在 半 上 单调 增加 ,上 且 政务 于 六, 则 对 于 任何 *#， 
六 和 扫 因 由 性 质 9.2.2， 
| fdp 去 | fdp, 
从 而 
GD lm| dn < | Fade 
现在 ,我 们 假设 
(Pp) lim | fdp < | fdp, 
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换 句 语 说 ， 
wl Ia < 7 a 


因此 ,在 在 加 《90,1 使 得 
sup ,Sup ,a N\A (CAN Ne- - 


2 | Eto， 和 


Ea sup uA ptAf Xe ,), {9.3.1) 
本 D1 nn 


#UPp Sup 四 和 A 《 商 门 Xr 2 


nzs1] 5sE CD 
< uP J 六 A 人 ( 总 全 Xrt..), 9. 3.2) 


我 们 不 妨 设 59. 3. 1) 是 真 的 ， 人， 存在 & 之 0 使 得 
,Sup sup ,A Pa CA Xe | 


< SUP eh pp 《本 门 FF- Eo, 
EE Oy 1 i 


再 由 实数 的 上 确 界定 义 知 , 郑 在 meE 《0， 0 
SUB Sup ,< 人 ea (本 门 Xe, 了 


| 生 村 基站 全 


二 mm 人 (本 站 Xe, ) 一 站 


Eo i E, | 
=|w ._ 多 | A [i xc) 一 全 | 
oo A pi ANX ,< [® 一 | A [3 站 xe,) 一 好 |. 


LY 


由 此 可 知 ; 对 十 任 订 # 守 1， 


po HN YAAN YE ) .9.3.3) 
另 一 方面 ,因为 { 声 } 在 六 上 上 单调 增加 且 收 化 于 六 , 风 对 于 为 所 
(0,1 ,Eco0ce) ,我 们 有 
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ANx 


内 此 ,由 的 下 连续 性 ， 
BlimpA NK = pAN Xe, ). 


A 门 Xp- 
1 ba 


0 


从 而 
lim px (让 门 Xr 二 As (站 Yrs ? 


Re 


即 ,对 于 上 上 述 >>0, 存 在 NN 宇 1, 当 nn 之 和 时 ， 


HAN Ke > pAN ,CO 
这 与 (9, 3, 3? 相 矛 盾 ! 这 个 矛盾 说 明 
(6) lim|, frde 一 |， 7 dp 
推论 9.3.1 设 (六 JCPFM ,7EFiN ,IE 多 ,如 果 对 于 任何 
BE 多 ,人 | , 7dr) EA' ,NN 
《1) 如 果 { 放 在 让 上 所 乎 处 处 单调 增加 , 且 收 化 于 声 产 是 堆 
可 碱 的 , 册 GD lim | ， 天 dg 存在 , 且 
Cp) lim|, fdp 和 | 7 du 
(2) 如 果 { 产 } 在 序 上 是 的 几 乎 处 处 单调 增加 , 遇 收 化 于 六 
是 关于 和 (ze(2D 夫 吕 ) 伪 零 可 减 的 , 则 (B) lim | 了 .dy 存在, 且 


CP) lim|, fd = | fdp. 
证 明 
(1) 国 为 { 疡 ) 在 志 上 几乎 处 处 单调 增加 ,上 肌 收 敏 于 产 所 以 , 存 


在 DCX 且 XE ,px( 站 门 Xp)==0 使 得 { 六 } ,在 训 门 硬 十 处 处 单 
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调 增加 ,上 且 收 敏 于 广 , 则 由 定理 9. 3. 3 知 
(Cp) lm Fd 二 1 Fdx. 
再 由 定理 9. 2.5， 
(D) lim|, Edn = (7) tm| ， ne Fdp 
-| 7 du 一 | 7 du 
{2) 同 理 可 证 . 
定理 9.3.4 (上 单 谓 收 化 定理) 设 17,} FN ,EFM,， 
记 E. 儿 ,如 果 {} 在 序 上 单调 减 小 且 政 化 于 六 ,以 及 在 在 no 使 得 对 
于 任何 4€ (0,1j, pANXr -天 cs 和 (AN Ke 关 吕 ,和 
和 ,Fax}e 4 , 则 (BD im| ,7.dx 存 在 , 且 
《2) lim|, /dx 一 | 7dw 
证 明 ”因为 { 坟 } 在 乞 上 单调 减 小 且 政 全 于 字 , 则 对 于 任何 
六 宇 了 ;因此 


上 fd > | 了 du 
从 而 
Cp) lim|, fdr 守 | Fdp. 
现在 我 们 假定 
BD tim|, hap > | 7adn 
换 和 句 话 说 


in 人， fd > |， f dx. 
年 竹 全 机 内 


尘 些 ,存在 如 S 《0,1j] 使 得 
inf sup ， a A {A 站 Xe 7 


ns] rE 


> sup e A A CA MN ei), 《9, 3.4) 


inf sup ea A /A (人 门 Xe ) 


nlec thon) 
> sup «A A AN Xrt ,), 《9. 3. 5) 
gE {Ooo " 0" 


成 立 , 我 们 不妨 设 (9. 3. 4) 成 立 . 再 由 实数 的 稠密 性 ,存在 o>0 使 
得 
inf sup, A AN Xr %.e) 


1 


> sup A A 5 


dE {Oo 


人 大 此 ,对 于 和 酝 何 # 宇 1， 
SUP a A pr CA NN Xe 0 


En 
> Sup 4 A m (AN Xe) 十 名 ， 


再 由 上 确 界 定义 ,存在 a (0,00) ,和 使 得 
wm A nild NN xs ) 


> sup ,eA pA N Xr 》 十 


a tbe 


名 
2 


€o 
ww A A NN Yer ) 十 己 


€ 四 E 
一 [十 全 | pe mxez ) 十 所 
从 而 


MAN Ke >AN Xe ) + (9.3.6) 


另 一 方面 ,因为 : 声 ) 在 所 上 单 证 减 小 , 且 收 化 于 六 则 对 于 为 
* OS 


Ero,l]eetoycc) ,我 们 有 
区 | Nn Xe , A 站 Kp, a 
因此 ,由 上 的 上 连续 性 
(Blimp A NN x ,= pA MN Xess) 
从 而 
limpx (4 NN Xr > 一 mAN Xrr。) 


即 ,对 于 上 述 se>0, 存 在 NZ>1, 当 xzN 时 ， 
AN GN + 和 芝 . 
这 与 (9. 3. 6) 相 矛盾 ! 这 个 矛盾 说 明 
《9) lim|, frdx 一 |， /du 

推论 9.3.2 设 ( 产 }CR 亲 了 GE 下 本 ,AEY,H nA) 
学, 如 果 对 于 任何 下 < 区 ,人 | 7doje 元 , 则 

(1) 如 果 { 声 } 在 亏 上 上 几乎 处 处 单调 减 小 , 且 收 敏 于 六 是 零 
可 减 的 , 则 (DD lim| 了 dp 存在 , 且 


cp) lim|, jn dr 一 | Ff drs 


(2) 如 困 { 瑚 ) 在 亏 上 的 几乎 处 处 单调 减 小 , 旦 收敛 于 了 ,mw 是 
关于 下 伪 零 可 减 的 , 则 (8) Hm| .dy 存在 , 旦 


CD iim| ,7dx = | ,7adu 
证 明 利用 定理 9. 3.4 和 定理 9.2.5 类似 推论 9 3. 1 可 证 . 
结合 定理 9. 3. 3 和 定理 9. 3. 4 ,我们 


定理 9.3.5 设 ( CN ,EFM AE ,H (A)A 
"A406 ， 


革 , 基 果 (六 } 在 下 上 政策 于 记 以 及 {| ,sup dp) si 


1 
1 


jdp) E47 , 则 (DD lim| .Fap 存在 , 且 
Cp) im|， 地 du = | f dr 
证 明 分 别 记 
fi = sup A 和 六， = inf f, 
由 定理 8.1.7 知 所 FNM, 让 .EFM ,i ' 在 有 十 单 调 碱 小 ， 


且 收 铺 于 了 , (在 误 上 单调 增加 , 且 收 伍 于 六 
因此 


[fd | Tar |fiar. 
故 
~ 四 < 一 四 亿 
Cp) lim{ 六 .de (Pp) lim|, Tdp 
< Ta| dn 
<P lim| fidp. 
再 由 定理 9. 3. 3 和 定理 9. 3.4 知 ， 
(2) tim| zl" = 0 lim| fi de 
=|, 7 a 
从 而 
(Pp) lim|， 六 dp = |, 了 QH 
推论 9.3.3 设 {}CIN ,feFMA€EF,H 六 ( 广 ) 尖 


3 ,如果 对 于 任何 访 E. 久 ， 
9 O07» 


则 {| sinf Ydp) € A* , (| sup Fir) € A', 
(1) 如 果 { 疡 ) 在 直上 玫 乎 处 处 收 敏 于 广 产 是 零 可 减 的 , 则 (5) 
lim| dp 存在, 且 
DB im] Far = | 7am 
(2) 如 果 { 元 } 在 广 寺 擅 几 乎 处 处 收 伍 于 天 , 且 产 是 关于 六 伪 


(5) lim|, fdr 一 | Fdp. 
证 明 类 似 推论 9. 3.2 可 证 . 


定理 9.3.6 {法 都 引 理 ) 设 {7,.}CFW, ,FE FM, ,ITE. 多 ,如 
果 


产 liminf7, 及 (at7anje4 
Cp) lim inf | dr Fo 
则 
2 fax < (B) lim inf | 了 du 


证 明 令 & =—inf 疡 : 则 包 志 站! 且 {g,} 是 单调 增加 且 收 敦 寺 
| dr < | 了 dz 


| Brdy 所 inf| dr 
机 人 可 4 


所 以 ,出 定理 9. 3.4, 我 们 有 
。408 。 


| f dr 一 (5) lim| dx 
< 四 和 如 of], Fa 
对 偶 地 ,我 们 有 
定理 9.3.7 设 {7, CRN, 了 ERM,AEZ,H (A) 
5, 如 果 
f= (8) lim sup 
及 
人 sup Fdp) EA’, 
则 
| Fan > (FB) lim sup.| 元 dm 
证 明 类似 定 理 9. 3.6 可 证 . 
推论 9.3.4 设 I 儿 .CEM ,了 EFM,AEF, 有 有 A(tA) A 
所 ,如 果 
| int Fd) EA', 
(sp Pax}e A-, 
则 
CD) lim inf fdp < (5) lim inf|, fidx 
< lim sep] Par 
<| (CD lim sup fd 
证 明 结合 定理 9. 3.6 和 定理 9. 3. 7 立 得 . 
= 409* 


定理 9.3.8 设 ( 六 )CF 了 ,7EREF ,TXTE .多 ， 


(1) 如 果 ! 广 ) 在 立 上 依 模 糊 值 模 精 测度 关 收 化 于 字 , 目 产 是 自 
连续 的 , 则 


Cp) lim | fdp 一 | fF dp 
《2) 如 果 ! 声 } 在 好 上 伪 依 模糊 值 模糊 测度 z 收 敛 于 六 ,上 且 w 是 
关于 六 Cpt) 关 避 ) 伪 自 连 续 的 , 则 
Cp) lim|， fdpg = | F dg, 
证 明 
(1) 对 于 任意 给 定 的 s0, 因 为 { 六 } 在 总 土 依 横 糊 值 模糊 测 


度 g 收 傅 于 /; 则 对 于 任何 1E (0,1] 一 致 成 立 
(Cp) Tim 门 LO ct 一 0， 


及 
《5) limA( 六 门 Kren Cz)|228} ) 一 小， 
对 于 任何 aE (0,02) ,我 们 能 够 证 明 
了 一 三 (他 之 结 ， 
及 


Piss Fiore {ry [fr (72) — Fi (zr) | el}. 
因此 ,由 yp 的 上 自 连 续 性 ， 
(6) limy( (和 门 Xr 2) U (AN 和 re 
二 gC 扫 六 Mr 
及 
(Bp) limp( (4 门 XFt | ( 妥 门 区 1 人 tl 
=—pA MN Kris) 
-410* 


所 以 ,存在 zw 全 1,; 使 得 当 # 守 no 时 ,对 于 4E 001] 一 至 成 立 
x 站 人 门 Xr ,AA NM xr ) + 


dt 


态 
AL 部 门 rt 7 pANX- ) se. 


AE 
因此 ; 当 x 计时 ,对 于 4E 00,1j 一 致 成立， 
.Sup, ,eT 2) A (A NN Xr ) 


ht 2 
雪 - Sup, (ue)AncAaN Xr, + 
则 
A Aa (A Nn Xe) 所 sh, A A CA FF ) 下 
癌 理 可 证 ， 站 nn 和 针 , 对 于 AE C0, 1 一 致 成 立 
Sup eA (站 站 Xr) 反 Sup oA (NN Xr ) 十 忆 


从 而 


Cp) iim| dr 的 | fdx. 
另 一 方面 ,对 于 任何 AE (0,1],aE (0,003, 我 们 有 
Fo OFeef) {xy | fx) CO— frr) | ee} 
及 
Fi DFEef {ry |r) Oo— (| 
(Pp) im 门 入 ET ‘lz, 
一 {A 门 Yr, 


CD) limu 4 门 Xr, Na fl 
一 | i Xr) 
所 以 ,存在 xu1 ,使 得 当 nano 时 ,对 于 AE {D，, 1 一致 成 立 
”411 * 


网 交 门 xs ,AANA TE, 


及 
uANZYr DAANT,)—se. 
sup a Apr(ANY ) 一 sup (a— 2 A 生 (村 科大- } 
ey EH 于 2 一 扣 
> sup (a— Ap(AN Xe, )—e 
= sup se A (ANX) 
问 理 可 有 , 当 n 污 no 时 ,对 于 AE 50,1] 一 禾 成 立 
Supe A A 人 NN Yr) > sup eA A (AN Ket) 一双 
从 而 
BD lim|, Pdp > | Fd 
结合 两 方面 ,我们 证 明了 
DB lim|, Fd = {| Far 
(2) 对 于 任意 给 定 的 e>0, 因 为 {,} 在 贸 上 擅 依 模糊 值 模糊 


测度 gx 收 伊 于 六 , 则 对 于 任 条 XE (0,1] 一 致 成 立 
(Cp) lim 人 人 (a! Xi, mn) 一 CA), 


及 
CP) limp(A 站 Xs tent ec) 一 pCA). 
对 于 任何 weEt0:ee) ,我 们 能 够 证 明 
Pe CE FoeeU {rsf Oo Fr ee}, 
及 
站 


因此 ,由 yy 关于 所 伪 上 自 连 续 性 ， 
"412。 


Cp) limat A 门 Kei fam A ner) 


一 uA NM Xe, ), 


《5) limp(4 人 NN Krier tr ey nla) ) 
一 Fe 并 门 Xt 


A >). 


所 以 ,存在 no 汪 1 ,使 得 当 % 守 no 时 ,对 于 AGE (50,1] 一 至 成 立 
AN Xr ) EAN YE ) + Ee, 


eT 六 1 十 上 


及 
rANZXe NAANY,) TE 
其 而 , 当 ?32ao 时 ,对 于 AE (90,1] 一 致 成 立 
Sup, «Am AN I 》 < 二 Sup a A 所 (下 门 2 ,+s 


及 
sup a A AN XE ,Sup a A AN Kt) te 


gE {Dt ray 


GD lim|, dr < | Fade 
男 一 方面 ,对 于 任何 AE (6,1];aE C0,00) ,我 们 有 
Fi DO Fre {rs lf lr) — Fr) | < e), 
及 
FS DF trs lfi Cr — Ar) el}. 


因此 ,由 关于 名 伪 下 自 连续 性 ， 
Cp) im 站 Kreis Nad ld) 


一 a 站 XFr 了 


Cp) limgCA DD Xr, Nt; en le 人 


" 4413. 


= pA NM Xrt, 


所 以 ,存在 no2>1 ,全 得 当 nn 时 ,对 于 AELV ;1 一 致 成 并 
A(A Nn Xr, 2 (总 门 Xp, — Es 


及 
mANXe pANX, ~e. 


从 而 , 当 no 时 ,对 于 AE (0,1] 一 致 成 并 
sup a A pA Ye YF sup a A HAAN Ye) 一 人 ， 
gE tO.o0) A dE te orm) " 
及 
sup aAwAN Yt )F sup a A mANY) —e. 
庙 夺 DY Jr dE Ci.co) ' 


帮 
DD) lim|， 子 du > | F ag. 
结合 两 方面 ,我 们 证 明了 
(及 lim| ， Fd = | 7aw 
推论 9.3.5 设 AE2 ,7 CFM ,7 了 EFM,，, 


《1) 如 果 { 关 } 在 上 强 依 模糊 值 模 糊 测 度 上 收 敏 于 六 ,是 自 
连续 的 , 则 


CP) lim|, 了 dr 一 上 dns 
(2) 如 果 人 二 ,} 在 上 强 伪 依 模 糊 值 模糊 测度 py 收 敦 于 Fx 是 
关于 CulA) 关 56) 伪 自 连 续 的 , 则 
DW iim|, Fadp = | Fa 
证 明 显然 . 


推论 .3.6 设 AEF,{.}CFM ,FEFM, ,如 果 {f,} 在 
+ 414 。 


让 上 严 -平均 收 敏 于 六, 关 是 自 连 续 的 , 则 
GD lim| .7az 一 fap 

定理 9.3.9 设 (X,F(,p) 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ， 

(1》 如 果 对 于 伍 何 {也 } CF 向; 在 任何 AE ,上 依 模糊 值 模 
糊 测 度 p 收 化 于 Fe FT , 则 

GD lim| dx 一 | 7 了 dex 是 自 连续 的 ， 

(2) 如 果 对 于 任何 {六 } CNT 在 任何 AE .sp 天宫 ) 上 
伪 依 模糊 值 模糊 测度 产 收 伍 于 FE FR , 则 

QD) lim|, Fidx = ,了 dyesp 关 于 伪 自 连续 的 


证 明 
(1) 由 定理 9. 3.8(1)， 我 们 只 须 证 明 必 要 性 即 可 , 事实 上 ,对 
于 任何 的 4E 加 1B.)CC 多 。 目 (5)HimA(B DJ) 一 0， 
如 果 存 在 好 >>0, 使 得 4) 委 M 我们 定义 
~ M, 当 zEA. 
7 -| 当 工 本 由 
M, 当 xE€E ANB,. 
0, 当 工 各 A 人 Bi, nn 二 1 12 
显然 ,对 任意 给 定 的 e>>0， 
pry| Fa 一 下 (rz | Fe)) EB) 0, tn — 00), 


即 { 记 } 在 芝 上 依 模糊 值 模 糊 测 度 px 收 合 于 关 
因此 ,由 定理 的 假设 


(全 lim | Fax -~ | Fax 


(zr) = | 


又 由 于 
“415。 


| 7adp = pAAB) A M, 


及 

| 了 dm = pA) A Mo— pA), 
上 从 而 

Hp(4) = (6) lim(u( BAAB,) A M) 

=M A (FP) limp(AAB), 
故 
CP) limp( AAB,) 一 PCA). 

即 py 是 自 连 续 的 . 


如 果 ra) 一 所. 我 们 只 须 证 明 
(6) ima(A NM Bi) = plA). 
对 于 任何 给 定 充分 天 的 N>0, 我 们 定义 


六 十 1， 当 二 乓 刀 ， 
i 1。 当 z 太 A 
N 4 号 | 五:. 
Fe 一 | 十 1， 当 xz EA 站 > 
0， 当 工 记 及 人 门 语 nn 二 1,12， 


显然 ,{ 关 ) 在 了 上 依 模 类 测度 w 收 敏 于 六 ,因此 ,由 定理 假设 ,我 们 
有 
(6) lim| 疡 dr 一 | Fax. 
又 因为 
| fax= (N+ DA pA), 


| 大 ap = NED AnCANBY), n= 1,2,.., 


* 416°* 


故 
(NA pa 一 (VT1) AlimAafa4 MN By. 


又 由 pt 一世 知 ,存在 ECo,1] 使 得 大 (4)>>N 十 1, 从 而 
N+1l= N+ DA lm af BY. 
这 样 
limpi (CAN By 守 N+1. 
也 就 是 说 ， 存在 jn ,使 得 当 nno 时 ， 
CAN B) 守 和 N. 
再 由 避 的 定义 知 
(P) lim(AN Bi) = m= pA). 

(2) 类 似 可 证 . 

定理 9.3.10 设 {7,}CFM ,EFM ,AE.9 ,如果 { 户 ) 在 
让 上 -~- 致 收 敏 于 产 , 则 

CP) lim|， dm = |, f dp 
证 明 由 性 质 9. 2. 11 有 即 得 . 
引 理 9.3.1 设 训 EF ,对 于 和 枉 何 EE. 久 ,我 们 定义 
ACE) A nlA NM YX), 

如 果 是 具有 FM1,FM2 的 模糊 值 模糊 集 函 数 , 则 上 是 具有 
FM1 ,FM2 的 模糊 值 集 医 数 :如果 yy 是 灾 上 的 模糊 值 模糊 测 庆 ， 
则 pg' 是 名, 上 的 模糊 值 模 糊 测 度 ， 

证 明 | 

(1) pa (B= ANG SA) 0. 

C2) 对 于 任何 EE,FE. 玉 ,上 且 正 CCF, 则 由 

ANMNxeCAN Yr, 


及 的 单调 性 知 
417。 


A EY 一 pANXE) EAAN KF) = ACE) 
3) 对 于 任何 {EE,} 入 . 贸 , ,如果 ECE:C ,Ny 


HN Ke AU AN Xa). 
再 由 £ 的 下 连续 性 

a UE.| -4 UA NN 2) 

一 (0 limp(A NN Xe) 

=(p) im (E,). 

《4) 同 理 可 证 ， 
定理 9.3.11 设计 EB,fE Fi, 则 对 于 任何 EEF,， 
| 7 了 dm" 一 j Tae 


特别 地 ， 
ji 7an— |, Fax. 
fn Pee = NA Sap A CAN ze Nx), 
SUP ee 六 arcAf xs 门 Xr )] 
sup Ap CAN Xe N Fr, )， 


一 _H A[ 
jiE [9 1] aE Doc 


up eA AN xe () FH)] 
一 U A sup A EN Fi.), 


AELD] oe th 


sup a AmtEnf Ft.)] 


HE Doo 


| a 


定理 9.3.12 设 AE 多 ,nu( 久 ) 关 区 
。 418 。 


(1 如 果 对 于 任何 (天 }CFi ,了 E Fi (六 ) 在 广 土 依 模 精 
值 模 糊 测 度 g 收 化 于 关 , 则 
(PD lim| dp 一 | 了 dup 是 自 连 续 的 ; 

(2) 如 果 对 于 竹 何 他 ,) CF ,了 E Fi ,( 记 } 在 序 上 伪 依 横 
糊 值 模糊 测度 x 收 往 于 六 则 

CP) lim| dy =- | ,了 ducsp" 是 关于 区 擅自 连续 的 

证 明 

《1) 必要 性 ,对 于 任何 EE 衫 ,因为 {fi} 在 六 上 依 模糊 值 模 


糊 测 度 上 歼 印 于 了 ,所 以 ,对 于 任意 给 定 的 < 这 0, 对 于 AE 60,1] 一 
致 成 立 


CP) limxCA 站 Riri nA mld) = 0， 


及 

Cp) limp(A 人 ia 一 0. 
所 以 

(Pp) lim yp’ ‘EN Xia mA wl 一 0， 
及 


(PY lm ‘ENM Yin ens me) 二 0， 
即 { 关 } 在 互 上 依 模糊 值 模糊 测度 x* 收 敏 于 了 ,而 且 有 
GD im| Fd 一 GD im| Fdp 
=|, Fax 一 {Fax 。 
再 由 定理 9. 3. 9(1) 知 六" 是 自 连续 的 . 


充分 性 . 如 果 { 亏 } 在 上 入 模 糊 值 模糊 测度 产 收 伍 于 六, 由 上 
" 419 


述 证 明知 ,{ 广 } 在 X 上 依 模 精 值 模糊 测度 pe' 收 合 于 了 ,这 样 ,由 pe 
的 自 连 续 性 ,我们 有 


CB) lim| Fdp = CD lim| Fa 
nd 4 由 


=| 7 dx = | F ax 
(2) 类 拟 可 证 . 
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第 10 章 ”模糊 值 模 糊 积分 定义 
模糊 值 模糊 测度 


10. 1 模糊 值 模糊 积分 定义 
模糊 值 模糊 测度 


本 节 , 我 们 上航 设 ( 居 ,多 , 避 是 模糊 值 模糊 测度 空间 ,六 E 正果: . 
定义 10.1.1 我 们 定 尽 模糊 值 寞 糊 集 函数 万: 多 一 .7 (CR) 


为 
nr (EF) 一 | Tax (EE BF), (10.1.1) 


由 f 和 定义 的 模糊 值 模 糊 集 函数 97 在 不 发 生 误 会 的 情况 下 ,我 
们 只 记 为 也 
命题 10.1.1 由 -7 和 ， 定义 的 模糊 值 模 衫 集 函 数 了 有 如 下 性 
质 ， 
(1 对 于 任何 AE C0,1],aE (0,00)， 
a A pm (EN) EE) SaY pr EN Xr), 
a A mENX) EN EE) Cay EN XY); 
(2) 对 于 任何 EF ,pt 六 ) 志 (这 ) ,特别 地 922) 二 0; 
(3) 如 果 EE,FEZ, 有 ECF, 加 p(y)<nF). 
证 天 
(1 由 定理 9. 2.2 立 得 ， 
C2) (1) 
=- 421 。 


7GBD 一 | .7dx 


一 ALsup ae A pr (EM Xri), 


AE LD1] aE {Do 


Sup, A CE A Xrt,)] 
U AL sup 并 《 襄 ) ， 


= 
EL 1LI] ELD, 


sup a A wt (EY 
o€E (0s) 
一 > + 
eH ts (FE) hat (Ey] 


=p(E), 
{ii》 由 性 质 9. 2. 1 知 加 多 ?一 0 
(3) 由 性 质 9. 2.4 立 得 . 
命题 10. 1.2 如果 产 具 有 性 质 
CE) 一 pF) 一 0>u(F U Fy = 0， (10. 1.2) 
则 gx&3 的 充分 必要 条 件 是 p(Xiss763=0) 一 0. 


证 明 必要 性 ,因为 (zx)=0 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任何 4 
Ek0 1 六 (cz 一 户 (z) 一 0. 所 议 


PX Fis=0}) =| 了 de 


Yr Fi 


一 Yl, A sop < 六 Ctreneo 门 Xrr,), 
ED, , 
sup a A pa Xrayen=0) 门 Xt ?] 


EO.o0 


一 UU fs suUPp ,< 人 A 《Kitrsrr ee)= oy 门 开工 了 


jiE [01] Et0Ovea 


sup ahd 《和 rt 《一 的 门 Ft a)] 


ofE treo) 


= UA sup 2 A CBG), Sup ?2 A 1 (GS)] 


AELD1] eetdres 


一 UAC sup a A 0, sup a A 0] 


4E [1] EKO 


* 422 + 


国 此 , 围 yg? 知 ACT7cmp=o 二 0. 
充分 性 . 现在 我 们 假设 ACXa7eo=o 一 和 及 ACE) 一 0, 则 存在 
六 Et0,1] 使 得 ji ( 计 ) 汪 0. 因此 ,由 条 件 人 10. 1.2) ;我们 得 到 
limpt EN Xn) = EN xr) > 0. 
从 而 存在 no 之 1, 使 得 
A EE A Xr ) > 0 
这 样 ,出 命题 10. 1. 1(1) 扼 
RARENZY, > 0. 


故 EE)>0, 由 此 可 知 py. 
我 们 记 
AM = 


ffE Fr, (|, fdr)e A'sY (E} C,HE,+ 或 Ey). 


定理 10.1.1 设 FE AM,7 是 由 f 和 定义 的 模糊 值 模糊 集 
孙 数 , 则 ?具有 下 连续 性 , 

证 明 设 { 疡 ,全 多 且 车 丰 ,我 们 记 
则 对 于 任何 AGE (0,1],a€ (0,o0), 我 们 有 


EN Xr, = UE, 站 Ker,) 


和 EN Ket, = U (EN xrr,). 
再 由 的 下 连续 性 ,我 们 有 

Cp) limpt¥, 门 Xr) 一 AE 人 N Xrre)， 
及 

C6) limp(E, NM Ket,) = pCE 门 Xr) 


“423。 


从 而 ,对 于 任何 XE ,1l],aE (C0,c0) ,我 们 有 
limps (BE NN Xe 一 ENMNX), (10.1.3) 


和 
limp? ( 站 Krt,) = pa (EN Xet,). (10. 1, 4) 
另 一 方面 ,由 于 ,AE 及 命题 19. 1.1(3), 我 们 有 对 于 任何 
Ps 
nF,) < EY. 
Cp) iim3( 区 。 )》 SDE), 
现在 ,我 们 很 设 
(Pp) limy(E,) < 9(E), 
也 就 是 说 ， 


supyCE,) < 
因此 ,存在 如 EE (0,1], 使 得 
supt sup oe A pa lB, MN Xe < sup oe A paEN Xr.), 


Me 


(C10. 1. 5) 
或 
supl sup a A pr CE, MN Xrt < sup a A preE MN Xr ). 
n=] Ed 多" HE Wo 


C10, 1.67 
我 们 不 妨 息 设 (10. 1. 成立, 出 实数 的 稳 密 性 ， We .>0 使 得 
supt sup a A mE, NN Xe, 


nl oeE tte) 


< sup. ,A pi CE MN Xei,) 


再 由 上 确 界定 义 知 ， 存在 mE 《0,0) 使 得 
supt SP ea A px (FE, NN Yr, ,2) 


mi 9 


一 Eo 


一 Er 
oh pp (让 门 Nes,) 一 


En 


[ws - | 
-|。- 钊 Axenwao- 币 
因此 ,对 于 任何 ”31， 
mA pCE,N Kee) < [mo lA {EN | 
故 

HB, NN Kee) < pi EN Xr ) 一 好 
从 而 ;由 (10.1.3), 我 们 有 

A CE NN Kei ) = 07) limps CE, MN Xr ) 


AEN rr ) 一 子 


2 
mE NN Xe 
这 是 矛盾 的 ,这 个 矛盾 说 明 
CD limy(E,) — 7(E) — Wl UE.). 
对 于 给 定 的 ,我 们 记 


FOD = (Ff: FE AM, pcs; wp) FD, Xmas wap) 天 co， 
显然 ,如 果 yz) 关 56, 风 FCp) 一 AM. 


定义 10.1.2 我 们 称 模糊 值 模糊 测度 &g 是 o- 有 限 的 ,如 果 存 
在 .多 中 的 单调 增加 序列 { 训 ,} 使 得 


pFE.Y 天 o5， 站 一 1323 且 如 =UE,.. 
定理 10. 1.2 如 果 模 糊 值 模糊 测度 jp 是 s- 有 限 的 再 满足 条 


件 


px 关 和 家 ) 关 区 一 wx( 训 其) 关 妆 (10.1.7) 
则 下 列 命题 是 等 价 揭 : 
* dd25+* 


(1) FEFMD): 

(2) 如 果 存 在 久 E .多 使 得 ,对 于 任何 AE (0,1] 及 af ,ai € 
{0,00), 

ENZXr) AP 及 ppE NX) KY, 
10. 1. 8) 

则 《10. 1. 8) 对 于 任何 xE (0,co) 成 立 . 

《3) 7 是 一 模糊 值 模糊 测度 . 

证 明 

(01) 一 (2) 设 7E RN ,EE ,是 对 于 任何 XE (0,1],ar， 
of 人 (00,50)}, 有 

HENX ZE 及 pFEN Xt) 

则 对 于 任何 0 二 a<<ax ,由 条 件 (10. 1. 7) 知 ， 

(FN 2Xrr EE N Xrr U Kira <0) 天 oo, 
下 由 & 的 单调 性 ,对 于 任何 a>ar 

HE MN Yr) SpE MN Xr ) 天 避 ， 

砍 (2) 成 立 . 

《22 一 (1) 尹 设 (2) 成 立 旦 对 于 E (0,1] 及 某 个 mom>>0 有 

Xi fi a}) 一 5. 
我 们 令 
EE= trieo<7 nl 
则 ,我 们 有 | 
PI 门 Xe 一 六 (Xcrroa7K<aq] 门 XFR 7? . 
= pss TL nN zi Goal 


wo 
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一 Am 好 ) 一 0， 
再 由 527》 知 


HEN Xr) >. 

但 是 
aN Kris ) = KT en te Ti neo ) 
= As) 一 co， 

这 样 产 生 了 了 矛盾 ,这 一 矛盾 说 明 对 于 任何 ME (0,1]0<e<< 8， 

HX < 月 天 E33 
同 理 可 证 

FX a we) A co， 
即 7E Ridero)， 


(2) 坟 (3) 设 便 ,} 忆 7 此 丽 已 名 十 … 和 办 名 ) 天 纪 , 由 定理 
9.2.1 知 , 对 于 任何 AE (0,1]; 育 在 ar ,et € (0,c0), 使 得 (这 , 门 


Xe 天 2 及 jp《BB 门 Xri，) 关 守 , 再 由 (2) 对 于 任何 c>0， 
p(B 门 和 站 天安 及 入门 各) 天 名 
我 们 令 天 一 让 及 , 则 我 们 有 有 
EN xr;, —N EN 和 ez)， 
及 


访 NN Xrt, 一 (和 全 Xet .7 
因此 ,由 pg 的 上 连续 性 ,我 们 有 
Tim CE, NN Xrs,) = pa CE MN Xrr,) (10. 1. 9) 
和 和 
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rd a 


limse CE, NN xo) = pt ENYED), 00.1.10) 
另 一 方面 ,由 命题 10. 1. 1 知 ,对 于 任何 % 汪 1， 
PE,) > 7(E), 
因此 
CD) limy(E, ) weF). 

换 句 话说 ， 

inf 7 ) > ny), 
从 而 ,存在 E00,1]， 使 得 

tnfi( sup ,° A CF, 站 Xr .> Eup wa A pr (ENM Xe .a), 


nl] ED ,os 
(10, 1.11) 
或 
inf a A aE, 门 Xr .)) > ,Sup a A :EN Xr). 
(10. 1,12) 
我 们 不 妨 设 (10. 1 12) 成 立 , 由 实数 的 稠密 性 ， 存在 6@>>0, 使 得 


infC sup <A pt CF, NN Ket .)) 
~ .Sup oh A 《 玄 门 Ker) 十 eo. 
因此 ,存在 mwE (0,ce) ,使 得 
inf Cao A pa CE, NN Xr) 这 
> ,sup a A A EN rt) 十 ee， 
从 而 ,对 于 任何 = 六 1， 
mo A plE, NN et, ) 一 也 > A mEN Xe,). 
即 
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> A HE NM Xr ). 
故 
EN EN Xr 
再 由 C10.1.10) 知 ， 


EN rt, ) Slimpt (EB, N Xet ,) — 
a mo ro 


= 二 (EEN Xr,) 一 子 
< 《 它 | rd 
这 是 了 矛盾 的 ,这 个 矛盾 说 明 ? 有 具有 上 连续 性 ,再 由 命题 10. 1. 1 和 
定理 10. 1. 1 知 了 是 模糊 值 模糊 测度 . 
C3) 一 (2) 如 果 (2) 不 成 立 . 则 存在 评 E 多 ,对 于 任何 AGE (0， 
1 ;存在 旋 ; 灶 亡 (0,1j ,使 得 
HABEN Xr FE 及 pAEN Yrt) 天 co 


但 是 存在 加 E(t0,1 到 doa ;或 Qa ,使 得 


AE NX ) = %, (10. 1.13) 


或 


HE MN Xet,) = %. 《10. 1. 14) 


由 定理 9.2.1 知 ,y( 家 ) 关 2. 我 们 不 妨 设 (10. 1. 14) 成 立 . 所 
以 ,存在 太后 人 1] 使 得 对 于 任何 10， 
所 这 站 Xe ) > M. 
如 果 为 之 为 , 则 由 并 (如) 关 谨 (z) 知 ， 
0 (FE 门 pt。 来 At (EE 全 Xr ). 
从 而 
» 429 。 


sup a A pt (EN Xrt.) a A pi EN Xrr,) 


[1 
2 AM> v0. 
如 果 六 之, 则 
EN Xr ) (Ef Xr ). 
只 而 
up a A aE MN Xer, ) Fu A pa EN yrr,) 
a AM>O. 
故 , 我 们 名 有 ?EE)>0. 
我 们 取 { 高 ,} 己 久 , 使 得 访 门 让, = CR 12 


E = UE, 和 A(E,) 殊 oc3 un 一 ly 


我 们 令 避 一 耳 志 ,, 则 志清, 汪 …, 以 及 


(MF) cp ={ fi DE,) ca 


二 1 弄 二 #H 


一 inf supE, (7x), 


a sup 
如 果 存 在 xz。E 天 使 得 介 头 ] (x。)>0, 则 
inf sup Es Cro) > 0. 

所 以 ,对 于 任何 之 1,sup E(xo)>0. 因此 ,存在 etn) 之 0 使 得 

sup Ea tro) > etn) > 0, 
再 由 上 确 界定 义 ,存在 m, 守 x, 使 得 

B20) + Fem) > supE, (0) > eln). 

故 

Ex0) > Fe(n) > 0. 
这 样 ,对 于 任何 m,n; ,我 们 有 
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(Es NN Es ) (zo) 一 Es, Cxo) A Bs, (zo) > 0， 
因此 , 记 。, 门 总 天 他 . 这 与 {BE.} 的 选取 相 蔬 盾 ! 这 个 矛盾 说 明 
NF.=%. 
男 一 方面 ,因为 一 UU , 所 以 
CE Nxt ) — (FN XU (UE. 门 ez。 。 


这 样 ,由 g( 琴 ,) 关 吕 及 条 件 (10. 1.7) 知 ， 
aE, Xe) 一 oo， 六 一 2 
故 对 于 任意 给 定 >0, 夺 在 如 E00,1) ,使 得 
(站 Nt》 次 旭 112 

三 站) XN Yr 之 于， 
PF, NN Yet FE, NN Yet, ) 2 M. 
只 而 ,对 于 任何 w 汪 1; 存 在 各 (0,1], 使 得 

EM Keri ) > M. 


因此 
CP) lim ?CF,) > 0. 
事实 上 ,如果 (P)lim3( 产 ?一 0, 则 对 于 任意 给 定 的 as>>0, 存 在 
N 滨 1, 使 得 当 m 芝 六 时 ,对 于 任何 XE (00,1] 一 致 成 立 
Sup eA 人 CF, MN Xrt,) < 
从 而 ,对 于 任何 4€ (0,1], 我 们 有 
CE CF. MN Mt < {nN). 
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故 
HFN Xr ) Te >N). 
特别 是 
NN)， 
这 是 蔬 盾 的 ! 这 样 ,我 们 就 证 明了 
CB) limy(F) > 0 = = I NF,). 
但 是 这 叉 与 假设 相 牙 秆 ! 至 此 ,我 们 完成 了 该 定理 的 证 明 . 
推论 10. 4. 1 设 (各 , 史 ,四 是 模糊 值 模 灿 测度 空间 ,FE 4M， 
如 果 & 是 满足 (10.1.7) 式 的 os- 有 限 模 糊 值 模糊 测度 , 则 由 了 和 
定义 的 模糊 值 模糊 集 孙 数 ,一 个 模糊 全 模糊 测度 的 充分 必要 杀 
件 是 FE FFM. 
推论 10.1.2 设 { 江 .名 ,中 是 一 个 有 限 模 糊 值 模糊 测度 空 


间 , 了 FE AM, 则 由 7 和 定 关 的 模糊 值 模糊 集 也 数 7 一 定 是 一 个 模 
类 值 模 糊 测 度 ， 


定理 10.1.3 设 产 是 e 有 限 的 模糊 值 模糊 测度 , 广 E FN 
(Cp); 则 对 于 任何 EFM,, 且 C(x) 过 f(x》 《xzEX)， 有 


| 5an = | ay (E € .F), (10. 1.15) 
进一步 地 ,7 是 满足 (10. 1.15) 式 的 最 小 模糊 值 模糊 测度 ， 
证 明 
(1) 因为 对 于 任何 庆 E FPC 守 ) 态 p(B) ,所 以 
[ 8d 3 | Bae. 
反之 ,我 们 有 
| kay = UU kA sup 人 An (E 三 Xe ， 


JE [HL ef td en 
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Sup a A (EN xot ,2 
= LU A sup 4 A Csup BA mE NM xer 2 NN Xr a 


aE L011] Et 


sup ,< A (， SuP.。 8 六 (关门 Xe 站 和 ?3 


to 
六 局 a sup 2 A C Sup, 8 A pr CE MN Kon) NN Kris)), 
Sub ,* A C SuP, Ba AmcEN Xa) NN Xrts)) 


一 2A sup ,A 5 Sup, 让 CE NM Xora)), 


AELC]] Et 


sup ,2 ( Sup, 站 和 二 (站 门 xer,))1 


soE rn, 
之 时 sup Sp )， 
dE€[0.1] qe A 
sup a A A CE 门 Xe )] 
和 二 所 4 ,cn 
=| saw 
B 


| aax = | Bds. 

(2) 如 于 vv 是 另 一 个 满足 (10.1.15) 式 的 模糊 值 模糊 测度 , 则 

对 于 任何 证 E. 窑 ， 
P(E) 一 (Fae = | 7w< vy. 

故 了 是 满足 (10.1. 15) 式 的 最 小 模糊 值 模糊 测度 . 

命题 10.1.3 设 旋 : 人 一 名 1(R), n 一 1,2,, 如 果 对 王仁 
何 ECA)}E A , 则 { 训 ) 在 入 上 : 臻 收 倒 的 充分 必要 条 
件 是 {37。} 是 到 上 的 基本 列 ， 

证 明 类似 命题 5. 4. 1 可 证 . 

定理 10.1.4 设 {1CFW(), 如 打 { 关 } 是 在 天 上 一 致 基 本 
的 ; 且 对 于 任何 访 E.F,{ 疡 (A)}E A , 则 存在 一 个 模糊 值 模糊 集 
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尔 数 7 使 得 对 于 每 个 计 E .SF 有 
py) = CD) lim| du 
进一步 地 ,如 困 jy 是 o- 有 限 旦 满足 (10.1.7?) 式 , 则 3 是 模糊 值 模糊 
测度 . 
证 明 对 于 任意 给 定 的 :>0, 因 为 他 ,) 在 了 上 是 一 至 基本 
的 , 则 存在 N>0, 当 nm N 时 ,对 于 任何 的 人 仁 久 ;一致 成 立 
PF x) Fr)) Le, 
由 性 质 9.2 11+ ,对 于 任何 总 生 .多 ， 
a(|, fap, fdp| < 2e， 
即 
PO CA) ,CAN E25 
也 就 是 说 ,{ 录 } 是 . 玉 上 的 一 致 禁 本 列 , 二 此 ,由 命题 10. 1. 3, 存 在 
1 7CR) 使 得 对 于 每 一 个 有 EF 有 
9) = CB) limp, (A) = CB) lim{ Fd 
手 丁 我 们 证 明 ? 蚌 一 模糊 值 模糊 测度 ,7 满足 FM1,FM2 是 
显然 的 ,我 们 只 须 证 明 ? 满足 FM3 和 FM4. 
《1) 任 取 AE ,m 一 1,2,…, 且 钠 / 忆 A 性 … ,对 于 任意 给 定 
的 se 汪 0; 由 于 (加) 在 .8 上 一 致 牧 铺 于 3, 则 存在 N>0, 当 nn 宇和 N 
时 ,对 于 任何 评 E .有 
PB) TE)) < e/a. 
再 由 定理 10. 1. 1, 存 在 Mwti2>0, 当 MA 时 ， 
pl UR vi 避 筷 ) ) < ef3. 
所 以 
5 7( UZ) } ,nA 7 <p( (UA =) sett U 2) ) 
* 机 3344。 


+ (own UA) ur A)) 


+ plnri( A 7A)) 
E E £ 
所 本 十 本 十 本 一 中 
故 


CB) lim ?7(A, ) 一 {| A }. 


iCs 


即 ?满足 瑟 M3. 
(C2) 任 取 EF 二],2 ;A ;如果 nA ?天 ce， 
则 存在 入 :>0, 当 nn 之 Ni 时 ,WCA1) 关 005. 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 


在 NN 写 Ni, 当 n 宕 N 时 ,由 命题 10. 1. 3 对 于 任何 襄 E .7 ,有 
万 (9( 百 ) ,mn (BY) < ef3. 


再 根据 定理 10. 1.2, 由 于 访 ， EFWMCp) 及 具有 do- 有 限 性 及 满足 
《1 1. ?3 存在 ao 0, 当 2 时， 

pt A | 局 各 1 < e/3, 
所 以 


BOICA) UA) ) SPH) ,Tr (An)) 


+ plUnyri (A) url NA.)) 


co 


+ pl wa 站 4 ,9( NN 4.)) 


< 本 十 地 了 十 可 一 
故 
CDD lim3( 和 ) =— HNN A.) 
即 3 满足 FM4, 从 而 我 们 证 明了 是 一 模糊 值 模糊 测度 ， 
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定理 10.1.5 设 人 ,多 ,是 汪 有 限 的 满足 (10. 1.7)? 的 一 至 
白 连续 的 模糊 值 模糊 测度 空间 , (六 }CEUC ,了 EF 斌 ,如 果 
{7.} 在 全 上 依 模糊 值 模糊 测度 收 敏 于 产 则 FE FM) ,日 疗 是 
.多 上 上 的 模糊 值 模糊 测度 . 


证 明 由 于 { 户 } 在 XX 上 依 模糊 值 模糊 测度 产 收 伍 于 . 广 所 以 ， 
对 于 任意 给 定 的 s>>0,8>0, 存 在 N>0, 当 rn 之 和 N 时 ,对 于 任何 X 
所 10,1] 一 到 成 立 
Hi nN N20) Td, 


及 
FOX -nl < d. 
攻 由 于 对 于 任何 0<a<p， 
{ra Cr ec f(z) B+e} 
Utzil atz) 一 万 (z)| 8} 
政 
{rse 生 站 (人 二 有 CCfzia 一 E 扫 站 (二 启 十 后 
Qt{trslfa (lr) 一 及 (zi 滋生， 
所 以 ,根据 产 是 一 致 自 连续 的 ,我们 有 
人 Xe 人 Ten< 有 ii》 SS Xne rafr wepte) 十 人 


及 
(Xiessrrer<ar 二 PX Hat tt) 十 仓 . 


再 由 { 产 CPUCo 知 
(est 天 <c， 


下 (ie fr ty) 天 33, 
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即 了 ec Rao. 从 而 ,由 定理 10.1. 2, 六 是 一 个 模糊 值 模糊 测度 . 

定理 10. 1.6 设 AEFWY ,如 果 jn 一 1,2,…) 是 一 列 一 至 
基本 的 模 糯 值 模糊 集 函 数 , 旦 对 于 任何 广 , {| 了 dz) € 4 , 则 由 

9 二》 一 | fd AE 多 ) 
定义 的 {加 } 是 一 致 基本 的 . 进 -一 步 地 ,如 果 pin 二 1,2,…) 是 a- 有 
限 满 足 (10.1. 7) 式 的 模糊 值 模糊 测度 ,日 fE FMCG6) , 则 存在 #7: 
多 一, 多 f(RR) ,使 得 
nA) = (Cp) limwy, (A), 
且 » 是 模糊 值 模糊 测度 ， 

证 明 因为 {1} 是 一 致 基本 的 ,所 以 ,对 于 任意 给 定 的 >0， 
存在 N>>0; 当 n,m 之 N 时 ,对 于 任何 EE,AE (0,1],aE (0， 
co) 一 致 成 立 

PsalA MN Kr) sm AN Xr; )) < 


及 
Pp A MN Ket ) a AN Xe) < 
从 而 
pm AN Xr) — Ep AN Fr.) 
Sm AN KX) + e, 
及 
(AN Xt) — ep A NY xr) 
Sm AN Yet) te 
因此 ， 


.A) -| F dy 
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一 YU A sup a A pa tA (| Ke), 
AE TV.1] ee Deno) " 
LSUP a A pl NN Xet,)] 
AL sup Ca A CsA N Xr) + 6)], 
< UY 1] 
Sup Ca A pa (A NN Xs) + 6))] 
A sup a A pa CAN Xri), 
< 1] 


Sup eA (ANXr)1+s 


=|, Fdp, 二 二 妈 (A) 十 
另 一 方面 ,我 们 也 有 
委 民 训 ) 一 | Ff diem >|, Fa 一 £ 一 和 (A) 一 所 
绪 人 台 珊 方面 ,我 们 得 到 
和 A) 一 上 二 加 (4) 太 训 (CA) 十. 
故 {.} 是 一 列 一 致 基本 的 . 由 命题 10. 1.3, 存 在 7 : .了 一 了 7+(R)， 
使 得 对 于 任何 AE .多 ， 
7(2A) = (PY limwy, (A) 

类 和 似 定理 10. 1.4 的 证 明 , 我 们 可 以 得 到 ”是 模糊 全 模糊 测 

挤 . 


10.2 ”出 模糊 值 模糊 积分 定义 的 模糊 值 
模糊 集 畏 数 的 遗传 性 


本 节 , 我 们 假设 CX,. 多 ) 是 模糊 可 测 空 间 ,p 是 具有 FM1， 
FM2 的 oc- 有 限 模 糊 慎 模 糊 集 函 数 , 了 EF ,wn 是 由 (10.1.1) 定 义 
的 模糊 值 模糊 集 隐 数 . 


定理 10.2.1 如 果 闫 是 天 可 胡 的 , 则 ?也 是 天 -可 加 - 
= 438 。 


证 明 因为 产 有 是 王 - 斌 加 的 ,所 以 ,对 于 任何 到 ,站 GE. 多 
aAU B) = pcA) V plB). 
所 以 ;对 于 任何 4€ (0,1j， 
xr AU B= DY mB) 
和 AU B= pA V eB). 
再 由 对 于 任何 实 信函 数 关 和 ,我 们 有 
supth (Ce) ¥ gto} 一 (sup h(a)y Vv (sup g(a)). 
所 以 ,对 于 任何 4,B8E. 防 ， 
"AU BD) 一 | ,Tar 


二 U A sup a A rr AU B)N xr; 2 


AELDI] oe {Oe 


.SUP ,e AmUAU BN Xrr 2 
= U x Sap 所 人 有 站 和) U BN Yr 3 


aE | 031: 


Sub ea A 网 【站 Xi) U (门生 ?7 


Et, 


= LU x SUD, A Cnr CA Nn Xr, 2 WA ( 语 门 Xe}, 


JE Ln 1 ac 


SUP 人 Ct {总 站 Xrr YY 2 CB NM xrt, 9] 


可 伺 让 
二 局 4 sup eA (RN Xr )) 
AE [Ol Et 
V lahmdBNn Xa), Sup Ca A pth NN Xe,) 
V Co A pt CB NM Xx,))] 
= ll) ALC sup a A wr (A NM Xe)) 
aE LB! aE Coray 的 
V Csup A tr CB NN x )), 
Csup A (A NN Xet)) 


VCsup eA CB 门 Xrt,))] 


+ 439* 


-| .7axcv [Fax 
=7(A) VY 7(B)., 
定理 10. 2.2 
《1) 如 果 此 是 零 可 加 的 , 则 7 也 是 零 可 加 的 ; 
(2) 如 果 pg 是 零 可 减 的 , 则 ?了 也 是 零 可 减 的 , 
证 明 
(]) 设 禄 ,FE 且 wv 这 )= 二 0. 则 由 性质 9.3. 3: 对 于 尾 何 AE 
《0,1],e>0: 我 们 有 
后 (站 入 一 0 和 mF Nx) = 0. 
因此 ,由 4 是 零 可 项 的 ,对 于 任何 AE (0,1],a€ (0,00)， 
A CE UF) NM Xe) = CE NM Ke ) U (FNM Xe)) 
= (KE MN Ke,), 


A CE UF) NMN Xrt) = pi CE Xrr,). 


EUF)=| fdp 


ELF 


一 【让 SUP 4 Am 人 FUFN Xr 


JE [9,1] te 


Sup a A pH CE U F) mx 
UAL sup ae A prtEN Kr 


EOE Ed) 


Sp, A pi CE NN Xi.)] 


| 


=|, F dn = FFY. 
C2) 类似 可 证 ， 
定理 如 . 2.3 


(1) 如 果 4 是 次 可 可 的 , 则 ?也 是 次 可 加 的 ; 
“二 本。 


[2) 好 果 gz 是 次 可 减 的 , 则 3 也 是 次 可 减 的 . 
证 明 
(1) 因为 和 是 次 可 加 的 ,所 以 ,对 于 尾 何 评 , 六 E. 久 ， 
EU F) < pCE) + plF). 
又 因为 对 于 任何 实数 a,8,c, 有 
和 大 (本 十 站 S 委 Ga 从 六 十 和 六 cc 


所 以 ， 
gE U F) =-| ,Tax 
= WA sup oe A pi CE UV Fy N yr, 


uP ® A + CCE U F) 门 Xr )] 


一 UL 并 sup a A pr CE NM Xer) UF MN Xe)), 


AE[d1] oeEt 


.Sup 2 A tCE MN Xet) VU CF NM rt))] 


| 社 sup ae A LA CE NN Xr + pr CF NN xr, ,1, 


AEL[D1] wuErtD, 


sup A Le CE NM Xr) 十 人 (人 门生) 


er 


人 A sup a A pa (EN Xri,) 


JE Lm ET 


十 uP ,A Fa CF NM Xe) 


sup a A st (EN Xe,) 


dE LD, 


十 sup a A ps CF MN Xrt,)] 


EE 


=|,7 dx + | 7an 
二 T(E) 十 7( 祈 )》， 
即 了 是 次 可 加 的 . 
《2) 类 似 可 证 . 
定义 10.2.1 设 ?:. 罗 一 多 +(R) 是 -- 个 模糊 值 模糊 集 画 数 ， 
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aE RR 我们 称 y 美 于 a 具有 CSG) 性质 ,如 果 存 在 ES, 全 得 3 
Ca, 则 机 ( 疾 )>>a. 


引 理 10.2.1 设 3? 美 于 0ER 具 有 有 CSC) 性质, 如 果 0<7( 疡 ) 
关中 , 则 存在 a,8ER 使 得 0< ?ay9( 区 < 上 co, 且 
FEY= U AL sup 放生 后 CE NM Xr ), 


aE [1] 三 [2 局. 
Supa A pt CE 门 ype) 
证 明 因为 (证 )>>0, 根 据 定义 10. 2. 1， 
态 (六 ) > 0， 
再 由 实数 前 稠密 性 , 存 存 &>>0 ,使 得 
市 (让 ) > B 0， 

从 而 ,对 于 任何 2€ 00.1j ,区 ) 富 ;因此 ,对 于 任何 AE (0,1]， 
电 定 理 9. 2. 3062) 知 


a CF 站 Xr 2 > 名 
故 
Er， 一 inf 站 作 光一 ys 
9 | tn 
我 们 记 
< 2a 一 5 办 Casa 
则 对 于 件 何 4E 00,1] 
24 Se A pr EN Yr, ). 


又 国 为 了 (站 ) 尖 co 所 以 ,存在 M>0, 使 得 对 于 任何 AGE (0,1]， 
ni Ey < M. 
再 由 定理 9.3.30(1) 知 ,对 于 枉 何 AE€ 00,11, 我 们 有 
at EN Xrt,) < M, 
故 
Ca = ,Sap 和 (E 门 Xrr) EM. 
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我 们 记 
三 6 = MY ew < 十 ce 
再 应 用 定理 94. 2.2, 我 们 得 到 


0 一 22 NE) SHB6 bt 
各 
EEN AEN YX,). 
所 以 


2a =24 Ap ENK) 及 2a=2ah stEf Ye,). 
. 国 此 
sup < A (ENE) 所 2 所 Sap,a A ga (EN Kris 


人 
及 
gp 于 和 让 Ner 扫 2 和 sup a A pt (EN Xr ). 
ot CD 2ay " | i 
男 一 让 面 ,因为 b>M, 所 以 ,对 于 任何 AE (0,11， 
ps 元 站 Xr) pt 有 n Rr) 
EM Y pF Ket,) 
Sb 
鸭 此 ,对 于 任何 *E (0,13。 
bh pt EN XE) = pa MN Xr,). 
所 以 


sup fi (KE | Xe 
oe threny ， 
pt CE NN Xrs,) 

6 A pt EM yx,) 


委 sup e A pa AE (Xrt ). 
EE 2ar#] 人 


Sup a A pt (EN Xr) 委 
< 
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我 们 还 可 以 证 明 , 对 于 任何 aE (0,1]， 
sup a A pa EN Xr) < Sap ea A pa CE MN Xs ). 


EE Ch cy 
这 样 ， 
nF) = U A s Sup A AE NY 3， 


[0,1] ee 人 


sub ,A pt CE NM Ket,)] 


9 


= UU ML sup ,A A EN Xer,) 


AELD1] rE 《2a 


vy Sup a A pr CE NM Xei,) V SU A EN Yr), 
sup a A pt EN YA) YY ,Sup oe A pa (EM Xr ) 


EE CD) 


V sup, 2 A pt (Ef Xrt.)] 
二 UU 4 外 sup eA A CE N x Ds 


AE [1] 立民 [35 二 
Sup, oe A pa CE NN Xr ). 
引 理 10.2.2 设 ? 关 于 DER 具有 (SG) 性 质 ,如 果 0<7(EE) 
天 coya 二 是 由 引 理 10.2.1 给 定 的 ,对 于 任何 mm 之 1, 我 们 令 
A O41 2 ns, 
PE}= UU A max A 〈 音 门 Kr, 


a€ 1] nhsem 
max Ar AptcEN Xr ,)] 


0 
种 
mE) 一 有 AL max ee (EF 门 Xr m2 
nnax, mA (六 门 Xr EAE 
则 


7(KY = Cp) Jim 殉 ( 吾 ) 一 (D) lim (BE). 
证 明 对 于 任何 败 志 ao， 下 一 0 1 2 天 一 14E (0， 
1j. 我 们 有 
"4 ， 


or A sm EN Xr ) Sah pr (EN Xr.) 
<a 人 各 (天 门 C4 


as A Ad 〈 蕊 门 Kets, 和 A CE 门 Xet 
sa AEN Xrt. ) 9 


所 以 ,对 于 任何 \E (0,1],==0,1,2,*",m 一 1， 
《也 ( 宣 ))r 一 Lax oA /站 Xri,,,,) 


人， 


max oA EN 


站 二 一 1 


oa ， 如 (E 六 Pi 


(EE))7. 
共 而 ,对 于 任何 AE 0.1], 和 之 1， 
(CDT 起 (DT  ( 交 ( 玉 7. 


从 


同 理 可 证 
CED MENDY < FEN. 
( 关 ) 趟 EE) 的 大庄 ). 
现在 ,我 们 选取 充分 大 的 mx 使 得 a 过 2a. 则 我 们 有 
(EN Xr a (EN Kr, ) 之 4. 
事实 上 ,如 果 pn ( 辫 门 xzr ?<al, 则 
WEEa V HEN YK) = "<2 RE). 
这 是 矛盾 的 ! 故 对 于 基 个 有 1, 我 们 有 
CCE)), 二 (六 Nn Xr 2 
及 
CE CE 一 +1 A pt CE 门 Xr 
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事实 上 ,如果 & 一 0, 则 
CP ED = a A pr EN Xri,) 


=a A pm EN Xrr 
< A CE 门 Xr 
Sah 2p7 (KE 门 区 2 


3 A pr EN x 


a < 2a 反 - S (FE), 
这 是 矛盾 的 . 所 以 ,由 aA5 一 aAcssa A (一 c) 知 ， 
PED ~— ED 一 ar A pr EK MN Xi, ) 
一 La 和 2 CE 站 Ker, 
mr A pr (EN Xri,) 
一 cr A pa EM Xr, ) 
Sat .1) 和 (EE 站 Mei 7 


[td 4) 


[4— De- +4)] 
A po (下 站 和 err) 


中 


= A 1 (二 站 Xr ,7 
2 一 2) 
大 - 


对 于 任意 给 定 的 :>0,; 取 计 宇 2(6 一 a)yey 当 mr 宇 M 时 ,对 于 桩 条 以 


E00,1] 一 至 成 立 
[ED ~— KEDT | < 
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河 理 可 证 ,对 于 任何 AE (0,1], 一 臻 成立 
[WEDF — WED | < < 
即 , 对 于 XE 《0,1] 一 致 成立 
lim (GW (ED) = lim(W(E)D: = RE) 
和 和 
lim (HED = lim (FED = WE). 
故 
(PY limge (E) = (6) Jimm 锁 (到 ) = PE). 
引 理 10. 2.3 如 果 (p)lim7CE.) 一 0, 则 对 于 任何 固定 的 > 
9, 对 于 任何 XE (0,1j 一 致 成 立 
(PY im 总 MN Xero = (p) limpglE, N xri,) 一 0. 
证 明 对 于 任意 固定 的 8>0, 我 们 吧 0<e<8 由 (Po)limy 
( 言 .) 一 4, 刚 存在 mm 衬 1, 当 z 节 mm 时 对 于 任何 AGE (0,1]-… 致 成 立 
< A pa CE MN Xr) EN BE,) /2, 
及 
eA a EN Xe EN EE,) Se/2. 
这 就 意味 着 , 当 n 守 no 时 ,对 于 任何 4E (0,1j 一 致 成 立 
A CE NN Xe) SE ef2, 
及 
ui (CE (| 和 rt) < ef2, 
从 而 ;当空 no 时 ,对 于 任何 4€ 0,1] 一 致 成 立 
LE, 门 Xr) SE plE, NN Kerity) Se. 
事实 上 ,如 果 存 在 如 EC0,1], 使 得 
HE, NN Ket) Ee 
则 存在 AE (0,1], 司 得 
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a A op Be 


A CE, 门 Xr) > £, 
当 A 时 ,因为 Ft+.aCFitgs 所 以 ,由 - 的 单调 性 ， 
(区 ,站 Ket EAE, MN Xet,), 
内 而 
ar (CE, 人 xr, 了 A MN Kr) Se/2 FE, 


牙 逢 ! 当 4 和 时， 
Lt CE, 们 Xr 到 pr (KE. ON Xrt a) SE/2 Ee) 
忒 盾 ! 从 而 ,我 们 证 明了 ,对 于 任何 AE 0,1] 一 致 成 立 
CP limplE NN Ka = 0 
和 
(6) limul, NN Xets) — 0. 
定理 10.2.4 设 ? 关 于 0E€R 具 有 (CSG) 性 质 , 则 
(1) 如 果 产 是 上 自 连 续 的 , 则 ? 也 是 上 自 连 续 的 ; 
“2) 如 果 是 下 自 连 续 的 , 则 ?也 是 下 自 连续 的 . 
证 明 
《1) 设 叱 , 疡 .E 多 , 且 (5D)limy( 名 一 0， 


Qi) 如 果 次 ) 二 避 , 显 然 定理 成 立 . 
C0) 如 果 认 雇 ) 一 0. 则 由 性 质 9. 2.3, 对 于 任何 AGE (0,11,aE 
《0,50), 我 们 有 
ENYA = A EE NX) = 0 
因此 ,由 是 上 自 连 续 的 ,我 们 有 
EUED) = UY A sup oe Am (EU EDN x.), 


Sop eA CEU By fo .) 


倍率 


= MW A sup eo A pa (EN Xr) U CE Xrr,)), 


EE.] 
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sup 2 pCE N rt) U CE, NN Xrt.))] 


aE CO, eo 


一 A sup A ps CE. (Nw 了 局 


AE [O11 En 


sup a A pe CE, MN Xrt 
和 不 和 ， 6 四 
一 ?下 ) -> 0 = jy(E), (n— co). 


《iii) 我 们 假设 0<<7( 志 ) 天 ce 和 a,58 是 引 理 10. 2.1 中 定义 的 ， 

由 产 是 上 自 连 续 的 ,及 引 理 10, 2, 3, 对 于 任意 固定 揭 请 >0.AE(0， 
1 一 臻 成立 

ln (CE LU BE,) 门 Xrze) = limps CE NM xri,) 
和 (10. 2. 1) 

Lim CCF U Es) MN Xr) 一 limps CF NN rs) 
因此 ,我 们 选取 ao 实 1; 使 得 对 于 任何 a 一 BCM 是 引 理 10. 2.1 
证 胡 中 所 给 出 的 ) 及 AGE {0,1 一致 成 立 

A CE U Ey) Xr) Sp CE U EE) 门 ,) 


pr FE NY + 3 


1 1, 
< 了 5 十 去 6b 一 外 


ut EU ED) NN Xr) Sp AE VU E.) MN Xet,) 
SH EN YX) + 55 


二 35 十 本 6 一 如 


故 ， 对 于 任何 nx 之 mo; 我 们 有 
mE UU EY 一 a aC Sp, A UEU EE) N x, 


JE [DT eaE[3 


sup eA 网 CE LU Ey MN Xa)]. 


aE [2a， 
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对 于 a 汉 像 引 理 10.2.2 一样 ,我 们 定义 或 人 证 U 志 } 和 坊 ( 训 UE,)， 
加 
REU ED) TEU EE,) 
HEUE), m=12m nu. C10.2.2) 
我 们 对 ut 读 一 0,1,2,… 到 一 1) 应 用 (0.2.1), 我 们 得 到 ,对 于 任 
何 AE0,1] ,一 致 成 立 
lm EU EB) = max ah A pr (EN Xo,) 


= (WWE), 
丰 
lmOm(E U Et = max es A pa EN Xr ) 
Tou tek.m— 1 人 
= (END. 
故 
(2) limp (EU E,) = WE). 
同 理 可 证 


(0) limm (EU FE,) 一 WE). 
因此 ,我们 由 引 理 10. 2.2 知 ， 
FE) = (Pp) limw (CE) 

= CP) lim (Cp) limps (EF U E,) 

ECP) lim(p) limg(E UY EB) 

= (Pp) lim U 访 ) 

(PD) lim (2) Him (EE | 

= (Cp) limg (EY 

—n(E). 


这 就 意味 着 
4950， 


《6) Lim U E> 一 FE). 
(2) 投 记 EEEF Climy(E,)—0 
(iD 如 果 37C 雇 ) 二 0, 则 由 的 单调 性 ,对 于 任何 n 守 1, 我 们 有 
ONE NE) 二 了 站) = 0), 


CP) lim# CE NM E:) 一 rE). 
di) 如 果 (让) 二 55. 则 对 于 任何 MM>>0 存在 如 Et0,1], 使 得 
WE)  M. 
从 而 ,对 于 任何 xsE 0,cey, 有 
ME) ay phE MN yr). 
由 此 可 知 对 于 任何 0 之 mo 之 M, 有 
二 (EN Xi) 2M. 
巩 有 (到 门 Xe 一 十 ce， 
由 CP)lim?(EE,) 一 0, 和 根据 引 理 10. 2. 3, 对 于 任何 固定 的 ao>0 及 
E (C0,11; 我 们 有 
(CB) limplB, NM Xrt. ) = 0. 
再 利用 产 的 下 连续 性 ,我 们 有 
limpe (Bs N xz。 NN E) = pt 人 N X ) 一 十 co， 
故 , 存 在 N。 之 0, 当 n>N, 时， 
坊 (ENEN Xe, ) FM. 
故 
C5) limy(E NN FE) 一 oo = PE). 


(ii 如果 0 过 7 起 ) 沽 56. 类似- 沿 ) 可 证 ， 
定理 10.2.5 如 果 具 有 (pg.p) 性 质 , 则 wm 也 上 其 有 
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Cp. gg- 思 ) 性 质 . 
证 明 对 于 人 性 意 给 定 的 >0, 丰 在 65>0. 如 果 人 站) VPR) 之 
$. 则 我 们 类 伺 引 理 10. 2. 3, 能 够 证 明 , 对 于 任何 固定 的 az, 对 于 
AE (0,1L], 有 
PE 门 Xery < 人 及 AF MN Xe) HE. 
从 而 ,由 具有 Cp- g. 户 ) 性 质 , 我 们 有 
a((EN XU FN Xr )) < E， 
间 理 可 证 
pOE NX) U FN Xr Se. 


HEUF= VU A sup oh pr EU FB)N ry, 
JEE [0 Eo) 


sup a A prt CE U FY NM xrt}) 
aE Oo) “ 


,Hs Ne Shee A el 
= €, 
定理 10. 2. 6 
(1) 如 果 疡 是 一 致 上 自 连续 的 , 则 % 也 是 一 致 上 自 连续 的 ， 
(2) 如 果 上 是 一 致 下 自 连 续 的 , 则 3 也 是 一 致 下 自 连续 的 . 
证 明 
(1) 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 存 在 5>0, 当 7 总 < 间 时 ,我 们 类 
似 引 理 10. 2. 3 可 以 证 明 , 对 子 尾音 固定 的 a 之 86,4E (0,1], 我 们 
有 
CF NAP) EE 有 AH 站 如 二 他 
我 们 取 Be. 我 们 只 要 证 明 对 于 任何 羡 E 多 ， 
HEURENE)+e 
即 可 . 事实 上 ,如 果 pC 有 EU 六 e, 则 由 3( 访 ) 演 0 知 
TE UF) < yE) + &. 
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如 捍 #7(EEUF) 尘 s. 则 一 定 存在 xsE 60,1], 便 得 
mE 加 站》 > 所 
我 们 记 
A={PEU FE UF)=WEU>e 
或 mELF)=HEUF) > eAC (0,1]} 
B= EE UF mEUF) Sh EU ee 
或 TEUF)=HEUF) Se,AE (0,1]}. 
对 于 任何 名 ( 室 UF)E AA, 如果 怠 ( 祈 UF) 一 Pr ( 室 U 记 ), 我 们 有 
TEUF) =mEUE) 
一 ,sup a A A CE UF) MN Xe,) 
eV sup a A (EU FY NN Xr) 
SeV sup oA Cm (Ef Xe,) 十 全 


SeV (sup eA (Ef Xero) 十 <) 


Seu A tm EN XY) te 


一 让 (E) 十 e, 
同 理 可 以 证 明 , 如 果 胡 ( 守 U 记 ) 一 天 (起 J 六 ) ,我 们 有 
NEUF) SeY sup eh (BUF) AN xX.) 


EE) e. 
对 于 为 ( 计 UU 启 }EB, 和 如 果 各 ( 基 U 祈 ) 一 训 ( 主 U 膏 ,我们 有 
DE FF) en +e. 
如 果 丈 ( 这 凯 基 一 到 ( 玉 EUF) ,我 们 有 
mEUF)<SecnEy+i+e. 
结合 上 述 证 明 , 对 于 任何 4E 00,1], 我 们 有 
BEU FS E+ e, 
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EUF)<m E+ Ee, 


EU EF) <nE) t+e. 
(2) 同 理 可 证 . 
定理 10.27 设 {Am} 是 一 致 基本 列 ,上 且 对 于 任 何 diE ,多 ， 
(| 7dw] E A* ,7 基于 0ER 有 具有 (SG) 性 质 , 刚 
(1 如 果 jm Cm 一 1,2,-…) 是 上 自 连 续 的 , 则 存在 ,使 得 
7(E) = GD lim|, 7 dp 
有 是 7 是 上 自 连 续 的 ， 
9E) = GD) lim | ,7am， 
且 ? 是 下 自 连 续 的 . 
证 明 
C1) 由 定理 10.1.6 后 1 是 胸 上 的 一 致 基本 的 .所 以 ,由 命 
题 10.1. 3, 存 在 ?使 得 
nFE) 一 《〈P) im 如 ( 吾 ) ， 
且 在 了 上 一 致 成 立 .我 们 性 取 计 E ,1 六}CCP 且 (Plimy(E,) 
一 0. 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 N 守 0, 当 n 宕 N 时 ， 
DP(ONE)) < €. 
叉 由 于 {加 } 在 多 上 一 致 收 钱 于 3, 对 于 上 述 se>0, 存 在 M3>0, 当 
POAAY NEAY) < 
这 样 
PONAES) 0) < PANAED MOEN) + PVCE,) ,0) < 2e. 
54， 


CP) Him CE.) 一 0, 
再 由 定理 10.2.4 知 加 是 上 上 自 连 续 的 . 则 对 于 上 述 >0, 存 在 
PrD 当 ii 时， 
PT CE, U ED), nm CE)) < e, 
故 
PnCE U E), ?CE)) 
POAE DU ED ma EU ED) 十 Pw CE + EE) ,MeltE)) 
十 pO) ,mEY) 
< 十 EE 十 EE 二 3€. 
这 就 意味 着 
Cb) lmyCFE U E.) = YE). 
{2) 类似 可 证 . 
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